Nathalie Deruelle

L’ESPACE-TEMPS DE MINKOWSKI

“L’espace en lui-méme, le temps en lui-méme, sont condamnés a s’évanouir tels de simples ombres, et seule
une sorte d’union des deux préserve une réalité indépendante.”
Hermann Minkowski, 1908

Relativité restreinte
Représentation de 'espace et du temps

1. Principes de relativité et de constance de la vitesse de la lumiére

Einstein en 1905 fonda une nouvelle physique sur deux postulats : le principe de relativité, déja au
ceeur de la physique newtonienne, a savoir que les équations de la physique doivent étre les mémes dans
tous les reperes inertiels et ne permettent donc pas de déterminer leur mouvement de translation uniforme
par rapport au référentiel absolu, et le postulat de la constance de la vitesse de la lumiere dans le vide : la
lumiére se propage & la vitesse ¢ dans tous les reperes inertiels.!

La loi de transformation d’un repére a un autre ne peut donc pas étre celle de Galilée, qui implique que
la vitesse d’un corps n’est pas la méme dans deux reperes en mouvement relatif, que si elle est ¢ dans S elle
doit étre ¢’ = ¢ — Vj dans le repere &’ allant & la vitesse V par rapport a S.

Or les transformations de Galilée forment un sous-groupe des déplacements rigides, qui préservent la
forme de 1’élément de longueur de l’espace euclidien &, cf livre ND-JPU. Rejeter les transformations de
Galilée implique donc abandonner I'idée de représenter I'espace par &3, le temps par un parametre universel
t et I’espace-temps par un fibré £3 x R.

2. L’espace-temps absolu

En relativité restreinte, lieux et instants, ou événements, sont représentés par un ensemble de points
p, {p} = My, Vespace-temps absolu. My est postulé pseudo-euclidien, & quatre dimensions, de sorte que
les points-événements peuvent étre distingués par un systéme de quatre coordonnées minkowskiennes (ou
pseudo-cartésiennes) X' (i = 0,1,2,3). La distance, ou intervalle entre deux points infiniments voisins de
coordonnées X? et X* 4 dX* est donné par un théoreme de Pythagore généralisé

ds* = —(dX°)? + (dX1)? + (dX?)? + (dX?3)?
= i dX X7 = pd X dX7 = dX;dX7 . (2.1)

(]

Les dernieres égalités définissent les coeflicients n;;, rappellent la convention de sommation d’Einstein ainsi
que lopération d’abaissement d’indice : dX; = 1;;dX" (ainsi dX, = dX* mais dX° = —dX,). Le repere
d’espace-temps absolu S est l’ensemble de l'origine O de coordonnées (0,0,0,0) et des quatre axes or-
thonormés {X°, X1, X2 X3}.

Les coordonnées X* du point p peuvent aussi étre vues comme les composantes du 4-vecteur position
Op. De méme dX* représente un incrément de coordonnée ou, de maniére équivalente, la, i-eme composante

I numériquement : ¢ = 299 792 458 m/s.

Ce n’est pas parce que le principe de relativité est limité au repéres inertiels qu’il est qualifié de restreint ; nous verrons
en effet qu’il peut étre élargi a tout repére : le principe est restreint aux interactions autres que gravitationnelles.



du vecteur infinitésimal dp = dX’e; ot e; = & est une base orthornormée de M, . La formule précédente
définit donc une métrique dite métrique de Minkowski, notée

{=n;dX'®dX7 =n;dX"dX’ (2.2)
ol dX* = € est la forme différentielle associée a % =e;.2

Les coordonnées X¢ (o = 1,2,3) sont spatiales ; T = XTU est le temps-coordonnée.® Si £(dp,dp) > 0, la
distance/intervalle entre p et (p + dp) est du genre espace ; si £(dp,dp) < 0, elle est du genre temps ; quant
a équation £(dp, dp) = 0, elle définit les cones de lumiére. L’ensemble des événements p’ (dits “a lintérieur
du come”), dont la distance & p est du genre temps et tels que 77 > T, représentent le futur de p (ou son
passé si T < T).

3. Référentiel absolu

Une section X = Const. de I'espace-temps de Minkowski est un espace euclidien £3. La concrétisation
d’un repere cartésien s’effectue comme en physique newtonienne par le choix d’un triedre solide orienté,
construit a ’aide d’instruments rigides, en utilisant le théoreme de Pythagore ordinaire. Les trois coordonnées
X reperent ainsi le lieu de I'événement p. Quant a la coordonnée de temps T elle est concrétisée par le
temps d’horloges idéales immobiles dans le référentiel, c.-a-d. situées en X* = Const.

Le référentiel doit étre “inertiel” ce qui, comme en physique newtonienne, signife concretement que les
particules libres doivent y etre en mouvement rectiligne uniforme.

La différence la plus importante entre physiques newtonienne et einsteinienne est peut-étre le fait qu’en
physique newtonienne toutes les (bonnes) horloges, quel que soient leurs mouvements, sont censées mesurer
le méme temps ; en relativité restreinte des horloges en mouvement relatif ne mesureront pas, a priori, le
méme temps ; les notions de “présent” et de simultanéité ne sont plus universelles ; on ne peut plus affirmer
par exemple, comme en physique newtonienne, que la durée d’un périple doit étre la méme a la montre du
voyageur et a celle du sédentaire.*

4. Cinématique

Le mouvement d’un objet matériel P sans étendue et sans structure interne est représenté par une ligne
d’univers i.e. une courbe de My représentée sous forme paramétrique : p = p(A). Ses équations dans S sont

X% = X%()\). Sa tangente en p est le vecteur u = % de composantes U* = dd—)f\l dans la base e; = 2.

On postule que pour tout point matériel la ligne d’univers est du genre temps, c-a-d £(u, u) = n;; Ui =
ds?/(d)\)? < 0. On peut alors choisir comme paramétre A I'abscisse curviligne de la ligne d’univers telle que

{(u,u) = —c?. Il est alors traditionnel de poser A = 7 et d’appeler u = Z—f le vecteur quadri-vitesse.
Les composantes de la quadri-vitesse en fonction de la 3-vitesse V< = % sont alors (en convenant que
UY est positif) :
dXx° c dxXe Ve
U0 = — Ue = = (4.1)

o v & T vEe’

onV? = éagVaVﬁ = V,V25 On remarque que pour que les formules ci-dessus aient un sens les vitesses
doivent étre inférieures a ¢ qui devient ainsi la vitesse maximale qu'un objet matériel peut atteindre.

2 On rappelle que, cf livre ND-JPU : _ )
£(dp, dp) = dX"dX7 £(e;, e;) = dX'dX? n (€ @ €' (es, e5)
= dX"dX7 nu €"(e;) € (e;) = dX"dX7 Mt 656} = mijdX'dX7 = ds® .
La signature de la métrique de Minkowski est donc (—1, 41,41, +1) et son signe —1.

3 Dorénavant les indices latins, d’espace-temps, iront de 0 & 3 et les indices grecs, d’espace, de 1 a 3.

v , %, ou de leur formes
associées, € = d X", soit pour I'un le battement d’une horloge et pour les trois autres trois régles unité orthogonales. Mais en
relativité le concept de longueur, de régle et, de maniére générale, de corps rigide, est en fait secondaire. Seule I'unité de temps

doit étre définie, I'unité de longueur en découlant apres multiplication par la constante universelle c.

4 . N BN " .
On peut s’étonner, & premieére vue, que la concrétisation des quatre vecteurs de base, e; =

5 Les V® ne sont pas les composantes d’un vecteur de My, ni les V, = 5Q5Vﬁ les composantes d’une forme ! La vitesse
V = {V“} perd (au profit de la quadri-vitesse u) le statut vectoriel qu’elle avait en physique newtonienne.



On appelle P = mu la quadri-impulsion de la particule, m étant sa masse inertielle. En effet les
composantes spatiales P* — mV® dans la limite des petites vitesses et généralisent la notion d’impulsion.
Quant & la composante temporelle elle donne ¢P? — mc? + %mV? Ainsi cPY est interprété comme I’énergie
de la particule, somme de son énergie au repos et de son énergie cinétique. La fameuse formule “E = mc?”
découle donc de la représentation de I'espace et du temps proposée par la relativité restreinte.

La quadri-accélération de P dans S est le vecteur défini par v = 9% et a pour composantes v = dU , ol
7 est Pabcisse curviligne. (On laisse au lecteur le soin de les exprimer en fonctlon dea® =4 d%g , composantes
de la 3-accélération a.) Comme 7;;U'U? = —c?, quadri-vitesse et accélération sont orthogonales : £(u,~y) =

v U =0.

Enfin un rayon lumineux est postulé suivre une ligne d’univers p(\) du genre lumiere, c.-a-d. de longueur
nulle. Son vecteur tangent k = % est donc tel que 7;;k’k? = 0 olt k' = €. Par conséquent : k* = [k| =
VEok®. Ainsi, si k2 = k3 =0 et k* > 0, alors X! = ¢(T — Tp) ce qui justlﬁe 1’1dent1ﬁcatlon de la constante ¢
a la vitesse de la lumiere. Le 4-vecteur k peut étre interprété comme la quadri-vitesse d’un paquet d’ondes
(ou “photon”) ou comme le vecteur d’onde d'une onde plane monochromatique de phase ® = k; X* soit
encore ® = k, X + ko X =k, X —wT ol w = |k|c est sa pulsation.

Changement de repéere minkowskien et transformations de Lorentz

5. Le groupe de Poincaré

L’ensemble des transformations de coordonnées minkowskiennes X — X’¢ qui préservent la forme et
la valeur de lintervalle (ds? = n;;dX"dX’ = n;;dX""dX", soit encore ¢ = n;; dX*dX7 = n;; dX""dX"),
de sorte que les quatre axes restent orthonormés, constituent les transformations de Lorentz et forment le
groupe de Poincaré. Elles s’écrivent

X7 =AJ (X" —d')  avec AkiAleh‘j = Nkl (5.1)

ou la matrice de “pseudo”-rotation Aij et le vecteur de translation de composantes d* dans S ne dépendent
pas des X?. Ce changement de coordonnées (a 6+4=10 parametres) s’accompagne du changement de base
de I’espace vectoriel sous-tendant My : e; = 8X7 = A, J e = Aljax—,j et de son dual : dX"” = A, dX*. Ces
transformations sont la version relativiste des changements de repere cartésiens en physique newtonienne.

En physique newtonienne il a fallu distinguer changements de repeére cartésien et changements de repere
inertiel (définis par le groupe de Galilée). En relativité restreinte ces notions se confondent, du fait que le
temps y a le statut de coordonnée. Ainsi les transformations de Lorentz incluent les rotations et translations
des axes X“ (indépendantes du temps) mais aussi la loi de passage du repere absolu S & un repeére inertiel
&', en translation uniforme par rapport & S. Considérons en effet par exemple la transformation de Lorentz
spéciale

X% = X%cosh ¢y — X'sinh¢p , X' = X'cosht— X sinh v (5.2)

(et X? = X2 X'3 = X3) ot 9 est une constante. Le mouvement dans S de l'origine de S’ (X! = 0) est
X1/X0 = tanhdz de sorte que c(tanh) = Vy peut étre identifié  la vitesse du repere S’ par rapport a S.
Ainsi donc S’ est en translation uniforme par rapport & S le long de 'axe X! : c’est un repere inertiel. En
fonction de V; la transformation (5.2) prend la forme (en posant X! = X, X't = X)

o T VX/e o XTI

qui se réduit & une transformation de Galilée lorsque Vp/c < 1.5

Y=Y, 7 =2 (5.3)

6 On note que la transformation (5.2-3) est telle que A’ > 1 et det A = +1 ; les transformations satisfaisant  ces deux
conditions constituent le sous-groupe propre de Poincaré auquel on se restreindra. On remarque aussi que la composition de
deux transformations de Lorentz n’est pas commutative si les 3-vecteurs Vp1 et Vo2 les caractérisant ne sont pas paralleles. On
note enfin que les nouveaux vecteurs de base (ej = cosh1) eg + sinh e; ; e} = sinh eg + cosh) e1) sont orthogonaux au
sens de la métrique de Minkowski mais forment sur le papier un angle aigu et se confondent avec la bissectrice lorsque Vy — c.



Une transformation de Lorentz se concrétise par une rotation du solide de référence accompagnée d’une
translation uniforme de ce solide. Le lieu de I’événement p est ainsi repéré par les trois coordonnées X’® dans
le nouveau référentiel. Quant & la nouvelle coordonnée temporelle T = XTIO elle mesure le temps des horloges
immobiles dans le nouveau référentiel, c.-a-d. en mouvement rectiligne uniforme dans S. Se confirme ainsi
le fait que des horloges en mouvement relatif ne battent pas de la méme fagon et que deux événements,
simultanés dans S (i.e. ayant la méme coordonnée temporelle T') ne le seront pas quand mesuré au temps
T’ des horloges immobiles dans le référentiel S'.

6. Dilatation du temps, contraction des longueurs

Soient deux événements ayant lieu au méme endroit et & AT d’intervalle dans S ; par application directe

de (5.3) on a que dans &’ ces deux événements seront observés & un intervalle AT = ——2L__ . clest

\V1=VE/c?

le phénomene de dilatation du temps. Si un observateur immobile dans S convient que son horloge bat la
seconde, il devra admettre qu’une horloge identique en translation uniforme bat plus lentement, toutes les
1/4/1 —V#/c? secondes. A 'inverse l'observateur de S’ tiendra que c’est I'horloge de S qui retarde.

Soit par ailleurs un objet rigide immobile dans S, i.e. tel que les lignes d’univers L; et Lo de ses
extrémités soient des droites paralleles dans S a 1’axe des T'; si on appelle longueur propre la distance AX
entre entre Ly et Ly & T constant, alors sa longueur dans 8’ & T” constant est, toujours par application
de (5.3) : AX' = AX\/1—VZ/c?: clest le phénomene de contraction des longueurs.” Remarquons que
AX' = Const. : un corps rigide le reste dans une transformation de Lorentz. Bien sir une régle marquée
de n graduations équidistantes conservera dans son mouvement n graduations équidistantes : mais si un
observateur immobile dans S convient qu’elle mesure n cm dans S, alors il devra admettre qu’elle ne mesure
plus que ny/1 — Vi /c? cm lorsquelle est en translation uniforme.

7. Transformation des quadri- vitesse et accélération

Considérons la ligne d’univers du genre temps d’un point matériel P dans S : X' = X'(7), o 7
est 'abcisse curviligne (i.e. 7;;U'U7 = —c* on U" = dX'/dr). Dans une transformation de Lorentz les
coordonnées de P dans &’ sont X' (1) = X" (X(7)), de sorte que

X' s

U =
dr ¢

=AU, Y

(car les Aij sont des constantes). Ainsi les composantes U’ et U’ sont les avatars dans deux repéres différents

i 17 . N 1. .
dX’ o = dX e}, et il en est de méme de laccélération . On peut donc parler des

du méme vecteur : u = “7-¢; e

quadri-vitesse et accélération dans I’absolu, sans spécifier le repere inertiel ol elles sont évaluées. C’était une
propriété que la 3-accélération possédait aussi en physique newtonienne, mais pas la 3-vitesse, qui n’était
pas représentée par le méme vecteur dans deux reperes inertiels différents.

Dans la transformation spéciale (5.3) la 3-vitesse V'* = dﬁ,/,a d’une particule est donnée en fonction de

V“:@(—Taetvopar:

v V-1, v V21 -VZ/c? v V31 —VE/c2 9
*1_\/1\/0 ) - 1_V1V0 ) - 1_V1V0 ( : )

c2 2 2

(d’ott 'on déduit que si V — c alors V' — ¢).%

Quant au module de la 3-vitesse d’'un rayon lumineux il est bien, comme voulu, toujours égal a ¢ : si
sa ligne d’univers est, par exemple, X = ¢T dans le repere S, alors, dans le repere inertiel 8’ 1ié &4 S par la

7 Précisons I'obtention de la formule : dans S les lignes d’univers L1 et Lo ont pour équations: X = 0et X = AX ,VT.
Dans 8’ leurs équations deviennent : 7" = T//1 — V2 /2, X' = —VoT/+/1 — V#/c? soit X' = —VuT" pour L1 et, pour
Ly : T' = (T — VoAX/*) /1 = VZ/c2, X' = (AX —VoT)/\/1 = V2/c? soit X' = —VoT' 4+ AX /1 —VZ/c2.

8 On trouve de méme la relation entre les composantes des 3-accélérations. A une dimension par exemple : a' =

3
-V§/e®)2
(1-VVy/c2)3

da?x?!
dT?

_ a2x!

a, ol a= et a' = G




transformation (5.3), elle est donnée par X’ = ¢T”. Ce résultat découle aussi du fait que ¢(k, k) = 0, k étant
son quadri-vecteur vitesse dont les composantes dans S et S’ sont reliées selon la loi (7.1). Plus précisément,
si ses composantes dans S sont k! = (k, k cos a, ksina,0) (de sorte que k;k* = 0), ses composantes dans le
repere S’ défini par (5.3) seront k'* = (k/, k' cos o/, k' sin’, 0) avec

V1=V@/c? e o v(l —Vhcosa/c) (73)

tanag’ = —~——— 2L~
_ — 2 /.2
1—Vy/(ccosa) V1-VE/e
’
ou v = %‘i et vV = % sont les fréquences de 'onde dans les deux reperes. On remarque que, méme si

a=m/2, V' #v: cest leffet Doppler transverse.”

Le temps propre

8. Longueurs de lignes d’univers et temps propre

Considérons, dans un systeme de référence inertiel S, un observateur P au repos en X = 0 et un autre
P’ quiissude X¢ =04 T =0 (événement (1)) y retourne en T = AT (événement (2)). P étant au repos,
le temps-coordonnée T est, on I’a postulé, le temps indiqué par sa montre (qui mesure sa durée de vie par
exemple). Mesurée par P la durée qui sépare les événements (1) et (2) est donc AT, ce qui n’est autre que
la longueur de sa ligne d’univers divisée par ¢ : AT = fo dr'.

Maintenant soient X¢ = X%(7) les équations de la ligne d'univers de P’, u sa quadri-vitesse, olt 7 est
I'abcisse curviligne (telle que £(u,u) = —c?) et V& = dj{—Ta les composantes de sa 3-vitesse. La longueur de

9 Quelques expériences et observations a la lumiére de la relativité restreinte.

Ezxpérience de Michelson-Morley.

Dans un référentiel considéré comme quasi-inertiel 1ié a la terre, la vitesse de la lumiere, par le second postulat de la
relativité, est c. Le temps qu’elle met pour faire un aller-retour le long d’un bras d’interférometre de longueur [, paralléle ou
perpendiculaire & la vitesse orbitale de la terre est le méme : 2[/c. Il restera le méme aprés rotation de I’appareil. Aucun
déplacement de la figure d’interférence n’est donc attendu, contrairement aux prédictions de Michelson et de ses contemporains
(cf livre ND-JPU) mais en accord avec I'expérience. Aucune étude & la Lorentz de la dynamique des charges dans les bras
de l'interférometre n’est nécessaire pour rendre compte du résultat, qui s’interpréte comme une conséquence directe de la
cinématique einsteinienne.

FExpérience de Fizeau.
. . . a1e s YT . / 01e o2
Si ¢/n est la vitesse de la lumiere dans un milieu réfringent d’indice n au repos, la vitesse ¢’ lorsque le milieu est animé

d’une vitesse u est donnée par les formules (7.2) qui se réduisent dans le cas considéré a ¢’ = % ~Z [1 + 2= (1 - %)]
qui n’est autre que la formule de Fresnel, vérifiée expérimentalement par Fizeau, cf livre ND-JPU. La encore l’effet est, en

relativité restreinte, purement cinématique.

Aberration des étoiles et effet Doppler-Fizeau.

Plagons-nous dans le repere quasi-inertiel S du systeme solaire et considérons le vecteur d’onde de la lumiére en provenance
d’une étoile de composantes k' = (k, k cos a, ksin o, 0), & ’époque ot1 la terre se meut le long de I'axe des X avec la 3-vitesse
vr. Dans le repere lié a la terre 'angle est o, donné par (7.3) (ou Vo est remplacé par v,). Six mois plus tard il aura varié
de Aa’ & 2v,./(ccosa’). On retrouve ainsi la formule d’aberration de Bradley (cf livre ND-JPU), toujours valable, que Ion
décrive la lumiere comme des corpuscules lumineux (des “photons”) ou des ondes.

Par ailleurs la seconde formule (7.3) donne le décalage spectral d’une source lumineuse en fonction du mouvement du
récepteur. Dans le cas simple oit @ = 0 on a, en introduisant la 3-vitesse vs de la source par rapport & S et sa fréquence Vs
dans le repere ou elle est au repos :

14+wvs/c [1—w./c 1+vi/c . , Vs — Ur
Vr = Vs =Us ol Vg = —————
1—wvs/c\ 14+wv./c 1—wvi/c 1— vsvr/c?

V. est, par (7.2), la 3-vitesse de la source dans le repére ou le récepteur est au repos. Au premier ordre en 1/C cette formule et
celle de Veffet Doppler s’identifient, cf livre ND-JPU. Il convient cependant de remarquer que dans le calcul relativiste aucun
repere privilégié, ou un éther porteur des ondes lumineuses serait au repos, n’intervient. En relativité restreinte le concept
d’éther devient superflu.




cette ligne entre (1) et (2) est

2 AT i : AT
dXi dX7 [ V2
L= [ /—(ds)?= —1ij e d X0 = 1— —dT
/1 (ds) /0 i3 X0 dX0 ¢ /0 2
T2 T2
:/ \/fé(u,u)dT:c/ dr =cAr.
T1 T1

(8.1)

(La deuxiéme ligne ne fait que rappeler la définition de 1’abcisse curviligne.) Cette longueur L (divisée par
¢) est un invariant géométrique : sa valeur numérique (exprimée en secondes par exemple) est la méme, quel
que soit le systéme de coordonnées, minkowskien ou non, utilisé pour définir la ligne d’univers de P’. On
postule qu’elle mesure le temps écoulé a la montre de P’. C’est pour cette raison que l’abcisse curviligne 7
est appelée le temps propre de P’. Ainsi le temps A7 écoulé entre les événements (1) et (2) est-il, pour P’ :

T 2
AT:/O dT\/l—Z—Q. (8.2)

Quel que soit le mouvement de P/, A7 sera toujours inférieur & AT. En particulier, si P’ s’éloigne de
P a la vitesse constante V et fait un demi-tour instantané pour le rejoindre ensuite avec la vitesse —V, la
formule (8.2) s’intégre immédiatement pour donner At = AT\/1 — V?2Z/c2.

9. Les jumeaux de Langevin

Ce résultat fut popularisé en France par Langevin dans les années vingt : si P et P’ sont des “jumeaux”
(e.g. des particules identiques), le jumeau voyageur au terme de son périple, sera plus jeune que le jumeau
sédentaire. Cela avait été trouvé paradoxal. En effet, raisonnait-on, si 'on fait le calcul des longueurs des
lignes d’univers de P et P’ dans le repere S’ ol P’ est au repos, alors c’est P qui devient voyageur, ce qui
est exact. La formule (8.2), poursuivait-on, dit alors que lorsque P rejoindra P’ c’est lui, et non P’, qui aura
le moins vieilli | Mais cette partie du raisonnement est fausse car la formule (8.2) ne s’applique que si S’ est
un repere inertiel. Or le mouvement de P’ ne peut pas étre inertiel tout le temps. Il devra, contrairement &
P, étre & un moment ou a un autre accéléré par rapport a I’ensemble des reperes inertiels, ne serait-ce que
pour faire demi-tour.

Pour faire le calcul des longueurs des lignes d’univers dans S’ il faut effectuer correctement le changement
de repere. (Voir en deuxiéme partie des exemples de telles transformations).

10. Confirmation expérimentale

Considérons, de fagon plus vérifiable expérimentalement, un ensemble de particules identiques, en mou-
vement dans S. Quel que soit leur mouvement, on peut leur associer momentanément des repéres inertiels
S’ dont la vitesse V est celle qu'elles ont & ce moment-la ; dans ces repéres elles sont (momentanément) au
repos. On a donc ds? = —c2dT"? ou T’ est leur temps propre, c.-a-d. celui qui caractérise, par exemple, leur
durée de vie At : dT’ = Ar. L’invariance de la métrique, i.e. de ds?, implique alors que leur durée de vie
mesurée dans S ou elles ont la vitesse V' sera supérieure : AT = A7r//1 —V?2/c2.

Cette prédiction a été vérifiée expérimentalement au CERN en 1976. Les muons sont des particules
instables qui se désintegrent en électrons au bout de A7 =1.5 microseconde dans le repere ou ils sont
au repos. On les accéléra jusqu’a ce qu’ils atteignent une vitesse de 0.9994c et on mesura leur taux de
désintégration c.-a-d. leur temps de vie dans le repere ou ils étaient en mouvement. On trouva AT =44
microsecondes, en parfait accord (& deux milliemes pres) avec la prédiction de la relativité restreinte.

L’inclusion de cet effet de dilatation du temps est maintenant essentielle a la bonne marche des routines
d’ingéniérie comparant les temps d’horloges atomiques en mouvement relatif, sur terre et dans les satellites
du réseau GPS par exemple.

Exit le temps absolu de Newton.



Dynamique relativiste et électromagnétisme

11. Loi de la dynamique et principe de relativité

La loi fondamentale de la dynamique relativiste est la méme que celle de Newton dans le sens ou elle sti-
pule que 'accélération d’un point matériel est proportionnelle a la force qu’elle subit ; mais les représentations
de D'espace et du temps étant différentes dans les deux théories, cette loi s’exprime en fonction d’objets
géométriques définis dans des espaces mathématiques différents, My vs €3 X R, et les prédictions physiques
qui en découlent seront aussi éventuellement différentes.

On postule donc que le mouvement d’un point matériel sans étendue et sans structure interne P, dans
tout repere inertiel S en coordonnées minkowskiennes X*, obéit & :

d?X? ;

my=F <<= m = =F (11.1)
olt m est la masse inertielle de P, ott p = p(7) est sa ligne d’univers d’équation X* = X*(7) ou 7 est le
temps propre, ol 7, de composantes 7* = djjg”, est sa quadri-accélération, et ot F* sont les composantes de
la quadri-force F' qu’il subit. Comme ~ est orthogonal a la quadri-vitesse u, F*U; doit étre nul et (11.1) ne

comporte que 3 composantes indépendantes.
Le mouvement d’une particule libre (F' = 0) est rectiligne uniforme en repére inertiel : sa quadri-vitesse
u de composantes U’ = dd—)f est constante, sa 3-vitesse de composantes V& = dj(—; aussi. Dans un autre
repere inertiel ayant la 3-vitesse V|, constante par rapport a S, la quadri-vitesse de P est représentée par le
méme vecteur u ; ses nouvelles composantes, données par (7.1) ainsi que les nouvelles composantes (7.2) de sa
3-vitesse sont également constantes. Ainsi, comme en mécanique newtonienne, le mouvement de particules
libres ne permet pas de particulariser un systéme de référence “absolu”; il détermine seulement 1’ensemble

des systemes inertiels.

Peut-on déterminer un systeme de référence absolu a l'aide de particules accélérées pour lesquelles
F # 0?7 Le principe de relativité 'interdit, qui exige que la loi de la dynamique (11.1) soit la méme dans
tout repere inertiel. La quadri-accélération étant, par construction, invariante, il doit donc en étre de méme
de la force F' dont on “parie” qu’elle sera représentée par le méme quadri-vecteur dans tout repere inertiel.

Ainsi, en relativité restreinte comme en théorie newtonienne le systéme de référence absolu est un
“fantome” , un échafaudage superflu une fois le principe de relativité posé. En revanche la classe d’équivalence
des reperes inertiels, elle, garde son statut privilégié : ce n’est que dans ces reperes que la loi de la dynamique
s’écrit sous la forme (11.1). Ayant méme expression dans tous les repéres inertiels elle ne permet pas de les
distinguer. Comme en physique newtonienne, ce sont les conditions initiales du mouvement, données dans
un repére particulier, qui le distingue.

12. La force de Lorentz

Une particule de masse m et charge q plongée dans un champ électromagnétique subit une force dite de
Lorentz. Dans le cadre de la physique newtonienne, son équation du mouvement peut s’écrire sous la forme :

/ V2 \%4 1

ou V& = % sont les composantes de sa vitesse V dans le repere inertiel considéré, X(t¢) étant ses
coordonnées cartésiennes et t le temps absolu (et V2 = 5QBVD‘V5).10 L’accélération a = ‘fi—‘t/, V,EetB

10 mormules utiles de calcul vectoriel. Dans un repere cartésien, pour toute fonction f et tous vecteurs V', W, on a :
VVAV=Z=0;VAVFf=0;VAVAV =-AV4+VV.V; V. (VAW)=—-V.VAW + W.V AV. Rappelons aussi que :
A(BAC)=C.(AANB), AN(BAC)=(A.C)B— (A.B)C, (AAB)? = A’B? — (A.B)~.



sont des vecteurs de &3, FE et B désignant respectivement les champs électrique et magnétique, évalués sur la
trajectoire de la charge. Enfin ¢ est une constante numériquement égale & celle de la lumiere dans le vide.!!

Si 'on passe & un autre repere inertiel S’ se déplacant a la vitesse Vg par rapport au premier, la loi de
transformation des vitesses de Galilée impose que V — V' = V — V}; et le membre de droite de I’équation
(12.1), qui dépend de la vitesse de la charge, ne satisferait pas au principe de relativité si E et B étaient
représentés par les mémes vecteurs dans les deux reperes (£ = E, B’ = B) : elle aurait une autre forme,
dépendant de Vj, et la question deviendrait de savoir dans quel repere inertiel particulier elle a la forme
(12.1). Or Pexpérience dit qu’elle est toujours donnée par (12.1).

Pour qu’elle garde, au premier ordre en 1/c¢, la méme forme dans S’ il faut poser

E»—>E’:E+%/\B—|—(9(1/c2) et BHB’:B—%/\E+(’)(1/C2), (12.2)

lois de transformation en plein accord avec les expériences de Biot et Savart et Faraday. Les champs électrique
et magnétique (contrairement par exemple au champ de gravitation de Newton) ne sont donc pas représentés
par les mémes vecteurs dans deux reperes inertiels différents. Pour conserver l'invariance de I’équation du
mouvement (12.1) dans les transformations de Galilée aux ordres supérieurs en 1/c il faut étre plus ingénieux,
introduire avec Lorentz un temps “fictif” T” et une contraction des corps dans la direction de leur mouvement,
bref, comme le montra Poincaré, faire “comme si” le passage d’un repére inertiel a un autre était donné par
les formules de Lorentz (5.3), tout en maintenant que la “vraie” formule est celle de Galilée : X' = X — Vjt,
out =T est le temps absolu de Newton.

En relativité restreinte le point de vue est inversé : T et T” sont, selon Einstein, “purement et simple-
ment” des temps “vrais”, dilatation du temps et contraction des longueurs ne sont plus que des effets de
cinématique qui n’ont plus besoin d’étre expliqués par la dynamique des corps chargés, la loi de transfor-
mation de Lorentz découle de la nouvelle représentation de ’espace-temps, et l'invariance des équations de
Iélectromagnétisme dans le passage d’un repere inertiel & un autre devient évidente.

On vérifie en effet que ’équation de Lorentz (12.1) peut se réécrire, en fonction des quadri-vitesse et
accélération U et v de la charge sous la forme

my' = F" avec Fr = %Fij U’ et Fijj =~ — - (12.3)

ot A® = (®, A) est le quadri-potentiel formé du couple des potentiels coulombien ® et “vecteur” A définis en
Note 11. Les indices sont montés ou descendus & l'aide des coefficients de la métrique de Minkowski 7;; et
son inverse 7% ; ainsi A; = n;; A7 (soit : Ag = —A°, A, =A%), F;; = nikF’“j, etc. Les composantes de Fj;
s’expriment en fonction de E et B par Fo® = —E“ et Fis = B3, Fi3 = —Bsg, Fo3 = Bj. Trois seulement des
quatre composantes de (12.3) sont indépendantes car F;U? = 0 comme il se doit.!?

L Ces champs ne sont pas complétement indépendants car ils s’avérent satisfaire aux trois contraintes V.B =0, VA E =

7% % (voir & 13), ce qui peut s’exprimer par le fait qu’ils dérivent d’un potentiel scalaire ® et d’un potentiel vecteur A selon

p=-19_gs . B_vaa.
c Ot

Il n’y a dans 'ensemble (®, A) que trois composantes indépendantes ; en effet ®' = & + f, A" =A—Vfou f(t, X*) est une
fonction quelconque, définissent les mémes vecteurs F et B, ce qui permet par exemple de choisir ad libitum ®. Cet arbitraire
dans la définition des potentiels est une premieére facette de ’invariance de jauge de ’électromagnétisme.

12 Ona: EV 1
=4 =r , FO‘:#(EO‘Jr*V/\BQ)
C\/1-V2/c? /1 -=V2/c? C( )
0 V.a o a” V*(V.a)

= = +
T T vyee 0 T Tioveje T a1 -vEe)e
ott VO = ¢X% Dou Iéquivalence entre (12.3) et (12.1) si 'on identifie le temps absolu de Newton ¢ au temps 1" des horloges

dT
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Le principe de relativité impose que A’ soit un quadri-vecteur, c-a-d que ses composantes dans un
autre repére inertiel soient données par A7 = A7 A*. Alors Fj; sont les composantes d'un tenseur deux fois
covariant, le tenseur électromagnétique (ou de Faraday), et se transforme selon

Fi/j = AkiAlj Fu ; F/ij - AkiAlj Fr,o. F = AkiAlj Pk (12.4)

Ainsi la force de Lorentz F' = qF" ; U7, contractée d’un tenseur deux fois covariant et d’un vecteur est bien
aussi un quadri-vecteur : dans &’ ’équation du mouvement est (12.3) (ou (12.1)) ol toutes les grandeurs et
variables sont primées, y compris le temps.!?

L’unification des champs électrique et magnétique amorcée par Maxwell prend ainsi tout son sens : ils
sont les composantes d’un seul objet, le tenseur de Faraday, et leur transmutation doit étre vue comme un
“effet de perspective” diu au repere choisi.

13. Les équations de Maxwell

Les équations de Maxwell s’écrivent dans un repere inertiel donné :

V.B=0 VAE:—%%
(13.1)
10F 4
VE—drp . vwap=1oE 47,
c Ot c

ou p et j sont 4 fonctions a préciser, la densité et le vecteur courant des charges qui créent les champs
électrique et magnétique E et B. L’ensemble implique, hors des charges :

1 0*°F 1 6°B

immobiles dans S. La contrainte mvy° = F° permet de réécrire (12.1) sous la forme :

d \%4 \%4

13 Transformation du champ électromagnétique et de la force de Lorentz.
Dans la transformation spéciale (5.3) (ol S’ glisse le long de I'axe des X & la vitesse Vj par rapport & §) champs électrique
et magnétique se transforment selon

ES+VoBj/c B E5 —VoB5/c
= —2 1 D73/ - _ =3 Y02/t

El:El ’ ) 3
Bi=B, . By=Be-Vols/c 5 BitVol/c

By =
’ V1=-VZje ’ V1-VE/e?

expressions qui se réduisent aux formules (12.3) au premier ordre en 1 / c. Quant & la force de Lorentz F' elle se transforme
comme tout quadri-vecteur

F° —VoFi/c F*—VoF°)c

V1-VE V1=VE/c?

ott F* est donné en Note 12. La quadri-accélération y se transforme de méme. En remplagant les E et B par les E'®

et B'“ selon les formules ci-dessus, en transformant également la 3-vitesse V' selon les formules (7.2) (inversées) : vt =
vy, V?— v’2\/1-vZ/c2 Vi — VA /1-VZ/c2

1+VoV72/c2 > 1+VoV/T/c2 1+VoV/T/c?

dimensionnel, a savoir :

F/O — , F/l — Fl2 — F2 \ F/3 — F3

on trouve ce qui s’obtient en une ligne dans le formalisme quadri-

, V2 , ! / 10
ma =q{/1-— | E'+—AB - 5V(V.E) ],
c c c

avec V' = '1;;7 , a= g}// olt T'est le temps des horloges immobiles dans S’ (et non un temps “fictif”).




dont la solution générale est un paquet d’ondes se propageant a vitesse ¢, numériquement égale a celle de
la lumiére, comme que le vérifia Hertz. (C’est ainsi que Maxwell en conclut que la lumiére était un champ
électromagnétique).

L’expérience impose (cf Note 9) que les équations de Maxwell (13.1-2) soient invariantes dans le passage
& un autre repére inertiel (car contrairement & ce qui est possible avec le son par exemple, cf livre ND-JPU,
il g’avere impossible de déterminer le repere ot un “éther” porteur des ondes lumineuses serait au repos).
Or, dans un cadre newtonien, F et B sont des vecteurs de &3, t est le temps absolu et il est trés malaisé
d’imposer leur invariance dans le passage d’un repére inertiel & un autre au moyen des transformations de
Galilée (sauf a imposer que les champs ne soient pas représentés par les mémes vecteurs dans deux reperes
différents et & introduire un temps “fictif’ comme nous I’avons vu en & 12.)

Dans le cadre de la relativité restreinte I et B sont les composantes du tenseur de Faraday Fj; =
0;A; — 0;A; (ot A' = (@, A)), t =T est le temps d’une I'horloge immobile dans le repére inertiel considéré
et 'on voit aisément que les équations (13.1) s’écrivent :

4
Fijk + Fiki+ Frij =0 Fii = Zj (13.3)

J ¢
ot j* = (cp,j) est le quadri-vecteur courant et ou on rappelle les notations f; = 0;f = 36){,-. La premiere
équation est équivalente au deux premieres équations de Maxwell et est une identité puisque Fj; est contraint
par Fy; = 0;A; — 0;A;. La seconde s’écrit aussi

47

OA; — 0;(9; A7) = —— ' (13.4)
c
ol le Dalembertien O est défini par O = n* 0;0; = —c% 86;2 + A" Exprimées ainsi sous forme tensorielle, Les

équations de Maxwell (13.3-4) gardent par construction la méme forme d’un repere inertiel & un autre. De
méme le scalaire F;; F'*7 et le pseudo-scalaire €”leiijl ont méme valeur dans tous les reperes inertiels :'?

E]Flj — F;JF”J — E2 _ B2 — E/2 _ B/2

Iy Iy 13.5
M Py = eMF R, << EB=FE.B. (13.5)
14. Loi de conservation du courant de charge
La seconde équation de Maxwell (13.3) impose la loi de conservation du courant
0:i7'=0 (14.1)

car Fy; est antisymétrique. En intégrant sur un 3-volume V de I’hyperplan X ¥ = ¢TI = Const. on obtient,
par le théoreme de Gauss

aQ o . _
T = /E] NnadS ol Q_/vpdV. (14.2)

Y est la 2-surface délimitant 1V, dV est ’élément de volume et n,dS I’élément de surface. En absence de flux
a travers X, @, la charge totale du systeme inclus dans V), est constante.

14 8]'Aj étant un scalaire il a méme valeur dans tout repére inertiel. Comme le quadri-potentiel A] = A; + 9; f définit le
méme tenseur de Faraday, cf Note 11, on peut choisir choisir f de sorte que 8; A”7 = 0, en résolvant ’équation 9; A* +Of = 0.
L’ensemble des quadripotentiels A; obtenus (définis & des gradients de fonctions harmoniques pres, i.e. & O;h pres ot Oh = 0)
forme la jauge de Lorentz.

15 T composantes 7);; de la métrique de Minkowski, le symbole de Kronecker 5; et le pseudo-tenseur ou indice de Levi-Civita
€ijkl complétement antisymétrique (avec €p123 = 1) sont les trois grandeurs qui ont les mémes composantes dans tous les
systéemes de coordonnées pseudo-cartésiennes.
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Si la source du champ électromagnétique est un ensemble de N particules ponctuelles le quadri-vecteur
courant qui s’impose pour les représenter est

n=N
FX) =Y cqn / dr 54(X7 — X3 (1)) UE (14.3)
n=1 Ln
ot X* = X!(7) est I'équation de la ligne d’univers L, de la particule n de charge g, paramétrisée par son
temps propre 7, ot U = %ﬁ‘ est sa quadri-vitesse (n;;ULUZ = —c?) et olt 64(X? — X, (7)) est la distribution

de Dirac.'” En effet c’est, par construction, un quadri-vecteur, dont les composantes
0
% =p= aus(X*—X3(T) . %= V(X" — XI(T)) (14.4)

coincident avec les définitions newtoniennes des densité et courant de charge. Enfin la charge totale du
systeme, donnée par (14.2), est bien Q = )" ¢y, et est une constante.
15. Tenseur énergie-impulsion du champ électromagnétique
A partir des équations de Maxwell écrite sous la forme (13.1) il est facile de voir que
ow E?* + B? _EAB

— S =7 =— = . 15.1
cat—i-cVS J.E avec W 3 et S ire (15.1)

(S est le 3-vecteur de Poynting.) 1l faut se garder cependant d’écrire le membre de gauche sous une forme
quadri-dimensionnelle (i.e. 9;W*® avec W = (W/c, S)) car W* n’est pas un quadri-vecteur dans les trans-
formations de Lorentz : j.I n’est pas un scalaire de My et il est impossible a ’aide du seul tenseur F;; de
batir un vecteur. En revanche le tenseur symétrique

. 1 . . 1 ..
T = o (FZkFﬂk — 417”FMF“> (15.2)

qui est tel que 7% = W et T = ¢ S< est tel que (en tenant compte seulement de I'antisymétrie de Fij;)
0T = L i o, ok 15.3
W = F O F (15.3)
Si on impose que les équations de Maxwell (13.3) sont satisfaites, on a alors
ik Lo ok
T = —-F"j". (15.4)
c

En remplacant j* par son expression (14.3) et reconnaissant dans Iintegrant la force de Lorentz (12.3),
on peut réécrire (15.4) selon

0T = — Zmnc/L dr d4(X7 — X2 (T)) (15.5)

olt 7% est la quadri-accélération de la particle n de masse m,.
Par intégration sur un volume V de 'hyperplan T' = C'onst. on obtient ainsi

d ] 1 ot \ I3 1 7
ﬁ( champ + charges) = _/ET nads ou champ = E/vdVTO (155)

17 telle que f54(Xj —X;(T))dALX = (f§(X)dX)4 =1
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N i _ i . s . . / 7 . .
et ot Py pes = >, mpul, est la quadri-impulsion des particules chargées créant le champ, introduite en &4
AP} arges o N .. . ;
avec —ases =% m, 2. Ainsi, en absence de flux & travers ¥, la quadri-impulsion P? totale, somme de
dT n up ’ ’ ’

celle du champ et des charges, est constante en vertu des équations de Maxwell et de Lorentz. Les grandeurs
W et S définies en (15.1) s’interpetent donc comme les densités d’énergie et d’impulsion du champ, et T,
défini en (15.2), comme le tenseur d’énergie-impulsion du chamyp électromagnétique.

Réciproquement, si on impose que le tenseur impulsion-énergie du champ soit conservé, i.e. que 8;1% =
0, alors I'identité (15.3) implique 0; F i) = 0. En d’autres termes, la conservation du tenseur énergie-impulsion
du champ électromagnétique implique les équations du mouvement, i.e. les équations de Maxwell (hors des
charges).

L’espace-temps absolu My et sa cohorte de reperes inertiels minkowskiens est un cadre manifestement
approprié a la description de 1’électromagnétisme, ainsi que nous venons de le voir. En est-il de méme
des autres interactions 7 La réponse est oui pour ce qui est des champs a courte portée qui régissent la
dynamique des nucléons et particules élémentaires, tous décrits en termes de quadri-vecteurs, tenseurs (ou
spineurs) de My. Il est d’ailleurs une fagon simple de le voir. Rappelons en effet que la loi (11.1) avec
F = 0 permet aussi de traiter les problemes de chocs de particules car, sauf au moment du choc, elles sont
libres. Un choc élastique est défini par le fait que la quadri-impulsion totale du systéme est conservée dans
I'interaction. Or cette loi de conservation permet de décrire, en accord avec l’expérience, les collisions de
particules élémentaires qui, lors du choc, interagissent par l'intermédiaire de ces champs a courte portée.

La seule interaction fondamentale qui résiste a une formulation dans le cadre de la relativité restreinte est
la gravitation. Ses diverses descriptions en termes de quadri-vecteurs ou tenseurs de M, ont toutes conduit
a des prédictions en désaccord avec les observations (en particulier celle concernant 'avance du périhélie de
Mercure). Point n’est donc ici besoin d’en faire I’historique.

16. Fluides parfaits

Tirant lecon de la formulation des lois de 1’électromagnétisme dans le cadre de la relativité restreinte, on
décrit le contenu énergétique de toute matiere par un tenseur d’ordre deux symétrique dont les composantes
T et %Toa représentent sa densité d’énergie et d’impulsion.

Le flot d’un fluide, c.-a-d. P'ensemble continu (ou congruence) des lignes d’univers de ses éléments, est
décrit par un champ de vecteurs U?(X7), normalisé selon U;U* = —c?, de sorte que U = dd—)f est la quadri-
vitesse de la ligne d’univers du flot d’équation X? = X%(7) passant au point considéré X*. Si, dans le repere
inertiel olt une portion du fluide est (momentanément) au repos, les grandeurs le décrivant sont isotropes, le
fluide est dit parfait. Dans ce repere donc le tenseur énergie-impulsion du fluide est imposé étre de la forme

T% = ¢ =0 , T =¢*poP (16.1)

)

ot €(X?) et p(X?) sont la densité propre d’énergie et la pression du fluide.

Un facon d’obtenir I'expression de 7% dans le repere ot le flot du fluide est U?(X7) est de construire, &
partir des scalaires € et p et du vecteur U?, un tenseur qui se réduise & (16.1) dans le repére o le fluide, dans un
voisinage de X7, est momentanément au repos, i.e. ol les composantes de U* se réduisent & U* = (c, 0,0, 0).

Le tenseur cherché est o
uru’

T = (e + p) +pn. (16.2)

2
c

Imposer la conservation du tenseur énergie-impulsion, 8;7% = 0, donne les équations du mouvement du
fluide. En effet en contractant cette équation avec U; on obtient d’abord la loi de conservation du nombre
baryonique n défini par dn/n = de/(e + p) :

2i(nU) =0. (16.3)

A Tordre le plus bas en 1/c, € est d’ordre O(c?) (car elle inclut 1’énergie de masse) et p d’ordre O(1),
n o e~ cp ol p est la densité de masse et (16.3) se réduit & : ,% = V.(gv), i.e a I’équation newtonienne
de conservation de la masse (cf livre ND-JPU).
Tenant compte de (16.3) I’équation de conservation prend le nom d’équation d’Euler relativiste et s’écrit
k
(e +p) vz + W + 2% p =0 (16.4)
dr dr
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ol d =U’ 8 T étant le temps propre de la ligne d’univers du fluide passant par X?. A Iordre le plus bas
en 1/c (16. 4) se réduit & 'équation d’Euler newtonienne, cf livre ND-JPU.

Finalement, une équation d’état, p = p(e), ferme le systeme des équations du mouvement du fluide.
Pour avoir un apercu des équations d’état possibles, considérons un ensemble de particules ponctuelles de
masses m,. Par analogie avec I'expression du courant de particules chargées, cf eq (14.3), on définit son
tenseur énergie-impulsion comme

T(x*) = Zmnc/ dr o, (X% — XF(ry)Uiul (16.5)
n Ly
olt U} est la quadri-vitesse de la particule n, tangente & sa ligne d’univers L,,. En effet

TV = Z cmn 53( - X(T)) (16.6)

de sorte que T et T /c représentent bien des densités d’énergie et d’impulsion. Si les interactions entre
ces particules se limitent & des chocs, les quadri-vitesses U sont constantes entre ces chocs.

Si cet ensemble de particules peut étre décrit comme un fluide parfait cela signifie qu’il existe un repere
ou il est en moyenne au repos et peut s’écrire sous la forme (16.1). On a alors, dans ce repére

2
=<T0>—c Lé X% — X¥T))>
) (16.7)
7<T">—7<Z e X~ X(T))>
3 /1 V2/c2

(la moyenne <> étant prise sur les angles) de sorte qu’aux limites non-relativiste et ultra-relativiste (le fluide
est alors appelé radiation), les équations d’état sont, respectivement

€~ oc? + gp , €~ 3p. (16.8)
Un fluide sans pression prend le nom de poussiére. L’équation d’Euler (16.4) implique que son flot est
rectiligne uniforme. Absence de pression signifie absence de chocs entre les particules constituant le fluide et
dans ce cas la congruence des lignes d’univers des particules individuelles apparaissant dans (16.5) s’identifie
au flot lui-méme.
Enfin, en perturbant les équations de continuité et d’Euler (16.3-4) autour de la solution statique,
Ut = (c,0,0,0), € = €, p = po, on obtient facilement 1’équation du mouvement de la perturbation €;

32

— o T il =0 (16.9)

olt v? = de Plo. Ainsi I'équation de propagation du son est la méme qu’en physique newtonienne (cf livre
ND—JPU) N1 I’une ni 'autre n’est invariante par changement de repere inertiel, ce qui permet de déterminer
le repere ou le fluide est au repos.

Eléments de calcul extérieur

17. p-formes et produit extérieur
Considérons un tenseur T' covariant de type (g) défini sur le dual E d'un espace vectoriel de dimension 1 et de

base 0°. T' se décompose selon T' = Tj,;,.. i, 0"t ® 0°2... ® 0'». Antisymétriser T consiste a lui associer le tenseur
complétement antisymétrique T, selon

Ty = Tjiyiy...i,) 0" @602 20" (17.1)
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dont les composantes complétement antisymétriques T[i1i2...ip] peuvent étre définies par récurrence :

1 1
Tiij) = E(Tij —Tji) 5 Tgw = g(Tijk + Tjki + Thij — Tjik — Ting — Tjri)  etc (17.2)

Ainsi, par exemple
) ) 1 . . . .
0'®6), = 5(01 ®6 -6 06

(01@0]®0k‘)a:§(91®0]®0k+0] ®0k‘®01+0k‘®01®0j_ (173)
— R0 -0 20 0720 20%)  etc.

Les tenseurs complétement antisymétriques de type (2) s'appellent les p-formes ou formes de degré p. Elles constituent
un sous-espace, noté APE”, de I'ensemble des tenseurs de type (2) sur I'espace vectoriel E. Ce sous-espace est invariant
par changement de base, de dimension C? = 0 La dimension maximale d'une p-forme est donc p = n. Si par

!
nfp)!p! :
exemple la dimension de E est 3, les dimensions des espaces des 0, 1, 2, 3-formes sont respectivement 1,3, 3, 1.
Le produit extérieur (ou de Grassmann) d'une p-forme «v et d'une g-forme (3 est une (p + ¢)-forme définie par :
(p+q)!

alhf= W(a@ﬁ)a. (17.3)

Ainsi par exemple le produit extérieur des deux 1-formes §° et 67 est la2-forme
0N =067 -0 26 . (17.4)
Le produit extérieur possede les propriétés suivantes

(ctateaB)ANy=caAy+cfBAy , (aAB)Ay=aA(BA7Y) (17.5)

et aNp=(-1)PBA« '
oll p et ¢ sont les degrés des formes «v et 3 et ¢, o des constantes. On en déduit par exemple que le produit extérieur
des trois 1-formes 0%, 67 et 0% est la 3-forme

CANP AN =060 0" +07 60" 20° +0" 20267 -0 20 60" -0 60"267 —¢' 6" 0%, (17.6)

Si 0% est une base de E7, la base naturelle de I'espace APE” des p-formes est 01 A 0%2... A %7, avec iy < ia... < ip.
Ainsi toute p-forme o se décompose-t-elle selon

o= paili%--ip 0" NO*...NO (177)

ol les 0" ne sont pas ordonnées, de sorte que ses composantes dans la base des 6 ordonnées sont la partie antisymétrique
ordonnée des o, ;,..;,."°

18. Le dual d’une p-forme

Considérons un espace vectoriel F,, muni d’une métrique euclidienne e ou minkowskienne ¢ et imposons que la base §°
du dual E soit (pseudo-)orthonormée, i.e que e = 0;; 0' ® 67 ou £ = 1;; 8° ® 67. Cette métrique peut servir d’ascenseur
d’indice et établit une correspondance bijective entre vecteurs de E,, et formes de E;.

18 Ainsi par exemple une 2-forme & n = 3 s’écrit-elle : o = %(algel A 0% + 010 A OY + ) = %(Oqz — a21)91 A0 +
%(alg — a31)01 AG% + %(CYQg — 0432)92 NO® = Oc‘[ij”@i N Qi) est la partie antisymétrisée et ordonnée (i < j) de a;.

14



Soit une p-forme @ = %ailmip@il A...0%. Son dual est la (n — p)-forme *av (ot * dénote I'opérateur de Hodge)

définie par
1 o _
L . o ) i1 9p Plipt1 in

« (n _p)!p!6214..7,p7,p+1...1na 9 /\ 8 (181)

ol €;,.. 4, est I'indice de Levi-Civita d'ordre 1 et ol les indices ont été montés avec |'aide de la métrique, de composantes

N ou 6P (et ot les % ne sont pas ordonnées). Prenons pour I'exemple le cas euclidien et 7 = 3. Le dual de la O-forme

1 est 81 A 62 A 63 ; le dual de la 1-forme de base A1 est 82 A 63 ; le dual de la 2-forme 81 A 62 est 63 ; enfin le dual de

O' A 6% A B3 est 1. A 4 dimensions et pour une métrique minkowskienne :

ONOY) =02 N0 F(ONOH) =40 N0 F(OON0P) = 0" NO?
x(pl A p2 0 A p3 *(pl 3 0 A p2 *(p2 A p3 0 A pl (18.2)
(0°NO*)=4+0"NG> | “(O°NO°)=—-0" NGO | *(O°NO°)=+0"N0

On se convainc aisément que si p est le degré de la forme o, n la dimension de |'espace et sign g la signature de sa
métrique (+1 pour un espace euclidien, —1 pour un espace minkowskien) alors :

o = (=1)P"P)(sign g) o . (18.3)

L'opérateur de Hodge permet de relier produit extérieur et produit vectoriel. Rappelons en effet qu'en géométrie
euclidienne 3 n = 3 dimensions le produit vectoriel de deux vecteurs v et w se décomposant selon v = Uﬁhg et
w = w7 h sur une base hy de By, est v Aw = eaﬁvvﬁuﬂho‘. En utilisant la métrique euclidienne, de composantes 5o,
comme ascenseur d'indice, on peut associer a ce vecteur v Aw la forme eamvﬁuﬂﬁa. Cette forme n'est autre que le dual
du produit extérieur des formes vg 07 et Wny 07 associées par ascension d'indices aux vecteurs v et w.

19. La dérivation extérieure

La dérivation extérieure est un opérateur, noté d, agissant sur une p-forme pour donner une (p + 1)-forme et
possédant les propriétés suivantes qui la définissent : si f est une O-forme, df(t) =t f (ol ¢ est un vecteur de E,,), ce
qui coincide avec la définition des (1)-formes différentielles(cf e.g. livie ND-JPU) ; d(a + ) = da 4+ dS, o et (3 étant
des formes de méme degré, et

d(aAB)=daAB+ (-1)Pands e d*=0 (19.1)

p étant le degré de a.

Cette définition ne requiert que I'introduction d'un espace vectoriel E;, (a partir duquel on construit son dual, puis
ses produits tensoriels dont les formes sont des éléments). Mais si la “brique” de base est un espace (pseudo-)euclidien, on
peut introduire les bases naturelles % et dX* associées 3 des coordonnées (pseudo-)cartésiennes X, et la la dérivation
extérieure se définit alors simplement par : soit o = Z%Oéhiz...ide“ A ...d X" une p-forme ; sa dérivée extérieure est

da = Oy iy, dX A X A LdX (19.2)

dont on vérifie qu'elle posséde toutes les propriétés (19.1). La derniére, appelée lemme de Poincaré, se démontre
facilement : d(da) = aglaq;m,_idep AdXEAdX% A ...dX? = 0 vue la symétrie des dérivées secondes.

Une forme « dont la dérivée extérieure est nulle (da = 0) est dite fermée. Une forme « qui est la dérivée extérieure
d'une forme § (o = df3) est dite exacte. Une forme exacte est fermée ; réciproquement, si une p-forme est fermée
alors elle est (localement du moins) exacte, i.e., si « est telle que daw = 0 alors il existe une (p — 1)-forme (3 telle que,
localement, o = d 3.

Lorsque I'on dispose d'une métrique on peut définir un autre opérateur de dérivation, la codifférentielle, notée ¢,
qui agit sur une forme « selon

da = —(sign g)(—1)"P+D *q* o (19.3)

ol sign g est la signature de la métrique, n la dimension de I'espace, p le degré de la forme « et * I'opérateur de Hodge
défini en (18.3). Comme I'opération ** est essentiellement I'identité (cf (18.3)) et vu le lemme de Poincaré (d? = 0) on a

52 =0. (18.4)
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20. Ré-écriture des équations de Maxwell

Le calcul extérieur permet une formulation compacte et élégante des équations de Maxwell, dont nous avons vu
qu'elles étaient, dans un systéme de coordonnées minkoswkiennes X*, cf & 13
Fijn+ Fini+ Frij = Fi = A
ik + Pk + Frij =0 , = (20.1)
ol Fy; est le tenseur de Faraday F;; = (‘%Aj —0;A;, A; étant le quadri-vecteur potentiel et ji le quadri-vecteur courant.
Le quadri-vecteur potentiel est une 1-forme : A = A;dX". Le tenseur de Faraday est une 2-forme, dérivée extérieure

de A :
F=dA. (20.2)

En effet : dA = 6‘,AJ dXZ AN dX] = %((%AJ — 6JA7)dXZ AN de = %FZJdXZ A de =F.

Le tenseur de Faraday étant une forme exacte, elle est fermée, i.e.
dF =0 (20.3)

ce qui n'est autre que le premier groupe des équations de Maxwell. En effet :
0=dF = %8kFij dXFAdXTAdXYT = (60F12 + 01 Fog + 82F01)dX0 ANdXTAdXZ + ..

Quant au second groupe des équations de Maxwell il s’écrit

d*F = 4%(*3') : (20.4)
Eneffet : FF = Fpu dTAdX +... 4+ F12dX AdY + ... ; *F = —FpndY AdZ + ... + F1odT AdZ + ... (en utilisant
(18.2) : dot d*F = G F** dT AdY AdZ + 01 FO' dX AdY AdZ + ... en appliquant la définition (19.2), soit encore,
en regroupant les termes : d*F = 9;F% dX AdY AdZ — 9;FY7dT AdY AdZ + .... Quant a *j il est donné par
= gemi dXI ANAXPAAX! = j0dX AdY AdZ — jHAT AdY AdZ + ... ; qed.
En prenant & nouveau le dual de I'équation (20.4) on obtient une formulation équivalente du premier groupe des
équations de Maxwell :

4
5F = ?ﬂ j. (20.5)
Comme 62 =0, on a
55 =0 (20.6)

ce qui exprime la loi de conservation du courant, 9;5° = 0. En effet : §j = —*d*j = —*d(j°%dX AdY AdZ — j1dT A
AY AAZ +...) = —*(0pj°dT AAX AAY AdZ — 0, j*dX AAY AAZAAT +...) = —0;5* * (AT AdX AdY AdZ) = 0;5°.

21. Opérateurs différentiels et dérivation extérieure

Le gradient d'une fonction, V f est le vecteur associé a la forme différentielle df par la métrique :

0
oxe

Vi=0"f Af = 0o f AX™ (21.1)

L'équation (20.6) a montré par ailleurs I'identité entre co-différentielle d'une 1-forme et divergence d'un vecteur :

0
[e3% — (03 «@ — (0%
V. <v axe | = 00, I(00dXY) = —0qv (21.2)

On a vu également en & 18 le lien entre produit vectoriel et dual de produit extérieur. A n = 3 dimensions et pour
une métrique euclidienne on établit de méme que le rotationnel d’'un vecteur v, V A v est la version vectorielle du dual
de la différentielle de la 1-forme associée. En effet :

a0\ _ 7 _ g5 9 7 _ 5,09 Y o)L
V/\<’U 3X“> = (Oyv? — Ozv )aX (Oxv® — Ozv )aY—F(aXU Oy v )BZ, (21.3)

*d(vadX ) = (Oyv? — dz0Y)dX — (OxvZ — O7v%)dY + (OxvY — dyvX)dZ
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Quant au laplacien d'une fonction f on peut le définir de deux facons équivalentes :
ANf=V.Vf=0,0% , ddf =—-0,0%f (21.4)

On peut enfin généraliser I'opérateur de Laplace par A = dd + dJ .
22. Le théoréme de Stokes

Soit o = %ail___ide“ A ...d X" une p-forme décomposée sur la base naturelle des 1-formes d.X"* associées a

des coordonnées (pseudo)-euclidiennes X? d’un espace (pseudo-)euclidien de dimension n. Soit une hypersurface ¥ de
dimension p dans cet espace. Elle peut &tre définie par des équations paramétriques : X* = XZ()\l, ...y AP). En substituant

dXt = %f\(; d\ dans I'expression de v on obtient sa restriction 3 Y)p, forme différentielle d'ordre p dans un espace de
dimension p, donc de degré maximum, qui est de la forme : a(A*)dAY A ... A dAP.1? On définit alors I'intégrale de o sur

3. comme l'intégrale élémentaire
j/ ozzt/‘a(AﬂdAyndAp. (22.1)
P 2

Ceci permet de donner un sens opérationnel (mais non rigoureux) au théoréme de Stokes :

/Vda:/za (22.2)

oll si «v est une p-forme, 3 est I'hypersurface de dimension p délimitant le volume ) de dimension (p+ 1). Le théoréme
de Gauss est un cas particulier du théoréme de Stokes correspondant 3 p = n — 1, n étant la dimension de |'espace.

Covariance générale et repéres accélérés
Equations du mouvement en repére quelconque

23. Repeéres accélérés et coordonnées gaussiennes

En mécanique newtonienne, voir livre ND-JPU, on considére quatre types de changement de coordonnées
ou repere : (1) les changements de repere cartésien (rotation des trois axes et translation de l'origine) qui
laissent vitesse et accélération invariantes ; (2) le passage d’un repere inertiel a un autre par le groupe de
Galilée (mouvement de translation uniforme de lorigine), qui laisse accélération et la loi de la dynamique
newtonienne invariantes ; (3) le passage & un repere accéléré par le groupe plus large des déplacements
rigides (mouvement quelconque de rotation des trois axes et de translation de l'origine) qui introduit dans
la loi de la dynamique des accélérations d’inertie ; enfin, (4), passage dans un repere cartésien donné a des
coordonnées curvilignes qui conduit a écrire la loi de la dynamique en termes de dérivée covariante. Cette
relative complexité est due a la structure de ’espace-temps de Newton : les changements de coordonnées
(1) et (4) s'operent dans 'espace euclidien &3 (et sa cohorte d’espaces tangents) ; les opérations (2) et (3)
définissent des familles de repéres, un pour chaque feuille du fibré Ny = €5 x R.

Dans 'espace-temps pseudo-euclidien de Minkowski ou se formulent les lois de la relativité restreinte
seules les transformations de coordonnées X = X%(27), linéaires ou non sont envisageables.

Ainsi les transformations, linéaires, de Lorentz (qui laissent quadri-accélération et quadri-vitesse invari-
antes) unifient comme nous ’avons vu les changements de reperes cartésiens et le passage d’un repere inertiel
a un autre. Rassemblons les formules qui les caractérisent, cf & 5 :

X = Aij(Xi — di) ;e = Aije; , €l = Aijei (23.1)

19 Ainsi par exemple si n = 3 (X* = {X,Y,Z}) et o est une 2-forme, on a : a()\2,)\2) = 2(apng0nX0oyY +
(X[13]8[1X82]Z + a[23]6[1Y82]Z)
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avec A,jAlj 1i; = Nk1- Elles ne permettent pas de passer d’un repere inertiel & un “repere accéléré”.

Ceci étant, dans un repere inertiel donné S on peut bien sir utiliser des coordonnées curvilignes z"
reliées aux coordonnées minkowskiennes X par une transformation ! = 2*(X7) plus générale que celles de
Lorentz. Une telle transformation, non-linéaire et dépendant de X c.-a-d. du temps, définit le passage de
S a un repere accéléré C.

Tllustrons cette correspondance entre coordonnées curvilignes (et leurs bases naturelles associées) et
reperes accélérés par un exemple. Considérons une particule accélérée O’ dont le vecteur position dans S
est OO" = d(1) = d'(7)e;. Si T est son temps propre sa quadri-vitesse u = d = Ule; est contrainte par
ni;UU% = —c?. Considérons sur cette ligne d’univers le point-événement défini par 7 = 7 et considérons un
repére inertiel tangent a la ligne d’univers en ce point. Il est obtenu par une transformation de Lorentz

X9 =AJ@) (X -d@) 5 =M . =A@ (23.2)

telle que ef, = u(7), ce qui fixe quatre composantes de la matrice inverse en fonction des trois composantes
indépendantes de la quadri-vitesse selon : A’y = U'(7). Les trois vecteurs de base spatiaux €/, sont déterminés
par un choix des trois parametres définissant les rotations spatiales, e.g. les angles d’Euler (ainsi la matrice
de Lorentz A,” est déterminée en fonction de 6 parametres comme il se doit) ; comme la quadri-accélération
7 = @ est orthogonale & u on peut choisir €] = v/4/m;;7177. C'est dans de tels reperes que s’effectue par
exemple le calcul de la durée de vie des muons mentionné plus haut (& 10).

Considérons maintenant un point P quelconque. Son rayon vecteur peut étre décomposé selon OP =
OO0’ + O'P soit encore : X'e; = d'e; + X''el. Si P est suffisamment proche de la ligne d’univers de O’ ou
si cette ligne n’est pas trop courbée il existe un instant 7 et un seul pour lequel O’ P est orthogonal & u et
pour lequel on a X'e; = d'e; + X'%,, a = (1,2,3). La position de P peut étre ainsi définie soit par ses
coordonnées minkowskiennes X* soit par la donnée de 7 et de X’®. Appelons z* ces quatre coordonnées :
20 =7, 2% = X'®. Elles sont relies aux X* par

X' =d'(2%) + A" (2°) 2. (23.3)

Ces relations X = X%(27) ne sont pas linéaires et les composantes de la métrique dans les coordonnées
x' sont ¢;; # n;;. Ainsi les coordonnées z’ représentent-elles la position d’un point de I'espace-temps de
Minkowski dans un repére accéléré dont 'origine est liée a une ligne d’univers particuliere. Ce repere est
I’analogue relativiste d’un repere du groupe des déplacements rigides de la physique newtonienne.

Sortir du cadre des transformations linéaires entraine I'introduction de bases locales de 1’espace vectoriel
N : - RY). CAY:) 4 . i _ oz’ j
tangent a chaque point p : 5 = %+ 557 et des bases associées de I'espace dual cotangent : da' = 555dX7.

Ainsi, dans le nouveau systeme 1’élément de longueur et la métrique de Minkowski sont donnés par

ds? = Lij datdx’ , =14 dztda? | (23.4)

ol les composantes du tenseur métrique /;; et celles de son inverse £ tel que £;; '™ = 47" sont reliées aux
composantes 7;; de la métrique de Minkowski en coordonnées minkowskiennes par

k l 4 m
0X* 0X gim — ypa Ox' Oz (23.5)

i =M 5r OXP X1

Ces formules sont l’exact analogue dans ’espace-temps My des formules qui définissent les changements de
coordonnées dans &3, cf livre ND-JPU.

24. Abandon des solides de référence accélérés

Reste maintenant la question de savoir ce que représentent les nouvelles coordonnées z* ou, de maniére
équivalente, la question de matérialiser un repere accéléré par un systeme de référence dans 1’espace physique
réel, “relatif, apparent & vulgaire”.

Cela ne pose pas de probleme conceptuel en physique newtonienne ou les reperes accélérés s’obtiennent
par déplacement rigide de sorte qu’on peut les concrétiser en accélérant un solide de référence dans lequel,
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par construction, la distance entre deux points reste la méme et les trois axes restent orthonormés au cours
du temps.2°

En relativité restreinte, la coordonnée minkowskienne T = X°/c représente le temps d’une horloge
immobile dans le repere inertiel considéré. La coordonnée t = ¥ /c ne représente pas en revanche en général
le temps d’une horloge immobile dans C car on a postulé que c’est le temps propre qui joue ce role. Ce temps
propre est donné par 7 = [ /1 — V2/c2dT ot V est la 3-vitesse de I'horloge par rapport & un repére inertiel

S. Mesuré en terme des coordonnées de C il s’obtient & partir de (23.4) en y posant dz’ = dd—x;dt et vaut

i
= 1/\/—ds2 = 1/ —eudididt:/\/—eoodt (24.1)
C C

Yodt dt

car la 3-vitesse de 1'horloge est nulle dans C.

Quant aux coordonnées spatiales =%, peuvent-elles représenter un solide de référence tridimensionnel
cartésien 7 La réponse est “non” en général. En effet il faudrait pour cela que, a un temps constant a
préciser, t par exemple, la métrique spatiale, donné par la formule (23.5), soit euclidienne, c’est-a-dire que :
log = Oap. Clest la une condition tres restrictive : seuls quelques repeéres (en accélération ou rotation
uniformes par exemple) satisfont a ce critére de rigidité.

La notion de solide de référence accéléré ne laissant donc pas d’étre subtile en relativité on est amené
4 admettre que tout systeme de coordonnées z! peut étre associé & un systéme matériel de référence, les
coordonnées z étiquetant la position de ses points & un instant coordonnée t = 2°/c dont la signification
physique en terme de temps propre mesuré par une horloge est a préciser cas par cas. Dans le cadre ainsi
élargi de la relativité restreinte on abandonne donc les notions de repere et de référentiels rigides introduits
en physique newtonienne.?!

25. Version covariante des équations de mouvement

La ligne d’univers d’un point matériel étant donnée par X* = X*(7) dans un repére inertiel S, 7 étant son
temps propre, et par x* = z*(7) = 2*(X? (7)) dans un systéme de coordonnées quelconque C, les composantes
de ses quadri-vitesse et de sa dérivée dans C sont données par

o dxt ozt .

v = — J
du’ axi 8%zt '
— = Uiu*
dr 0Xi 8X J0Xk

ot U? et ' sont les composantes de ses quadri-vitesse et accélération dans S. Ces formules sont identiques &
celles qui donnent la transformation de la vitesse newtonienne et de sa dérivée dans les changements généraux
de coordonnées et montrent que les composantes g;l ~7 de l’acceleratlon dans C ne sont pas les dérivées

temporelles ordinaires des u’ mais leurs dérivées covariantes 2% * données par
Du'  dut -, .y 9?2X™ Ox'
—— = — 4Tt Wb avee T =——_ . 25.2
dr dr Jk I xidxk 9X ™ (25.2)

On rappelle que les coeflicients de connexion ou symboles de Christoffel f‘; , peuvent aussi s’écrire en fonction
des composantes £;; de la métrique de Minkowski comme

My, Ol Oy
— il J J 25,
jk g (8:UJ ot 6xl> (25:3)

20 Ceci dit, un bon triedre de référence ne doit pas étre disloqué au cours de son mouvement par les forces d’inertie qu’il
subit, ce qui signifie concrétement qu’il ne peut étre arbitarirement grand et qu’on n’y peut vérifier que localement les lois de
la mécanique.

21 1] reste néanmoins dans Pensemble des systémes de coordonnées x' un sous-ensemble pour lequel la notion de repére
tri-dimensionnel solide reste valide, a savoir les coordonnées minkowskiennes des repeéres inertiels !

19



et Pon vérifie que D;¢;; = 0. Par ailleurs, dans un second changement de coordonnées : z7 — z'*(z7), les
fonctions I'}, — I'f; se transforment selon

~ i oz’ dxb dz° - 922 Oz’
no_ 9T o oz"
Ly, = 92 92’3 Ox'* Iy + 900 D (25.4)

(Voir, e.g., livrte ND-JPU pour une introduction & la dérivation covariante.)

L’équation du mouvement d’un point matériel sans structure interne dont la ligne d’univers est donnée
par X" = X*(7) dans le repére inertiel S est : my = F. Dans un systéme de coordonnées quelconque C elle
s’obtient exactement comme en géométrie euclidienne et s’écrit en termes de la dérivation covariante D selon

~ Dut oxt

Dyu=F - - I 25.
m Dy u = m—— = 557 (25.5)

ol F' sont les composantes de la force dans S.

Ainsi I’équation de Lorentz (12.3) du mouvement d’une charge s’écrira dans le systéme C ou sa quadri-
dx® .
dr -

vitesse est u' =

Du!
dr

04 3 04,
T 9xt OQad

m = gFZ] uj avec Fij = DZAJ - Din (256)
c

ou la derniere égalité provient du fait que les symboles de Christoffel sont symétriques, ou A; sont les

composantes, dans C, du vecteur quadri-potentiel A : A = A; dz’ et ol les indices sont descendus ou montés

a 'aide de ¢;; ou de son inverse. Quant aux équations de Maxwell (13.3) elles deviennent

i 471' .

Fijk + Fjgsi + Friy =0, FY; = 7 (25.7)
ou I’on rappelle que Fjj., = ﬁkFij =Fijr— fﬁﬂ-Flj — ijFiL A cause de I'antisymétrie de F;; elle s’écrivent
aussi y

0;(v/(detl) F¥) 4w
Fijr+ Figs +Fri; =0 , A Y 1 25.8
J J J (detl) - ( )
La conservation du tenseur énergie-impulsion du champ,
7 = = (pipik L Fy FH (25.9)
4w k 4 ’ ’
§’écrit, en tenant compte des équations de Maxwell
A ik Lok
DT = ——F"%j". (25.10)
c

Enfin, le tenseur énergie-impulsion d’un fluide parfait se généralise tout aussi automatiquement

u'u?

T = (e +p) +pli (25.11)

c2

et la loi covariante de conservation, D, T4 = 0, conduit aux versions covariantes des équations de continuité
et d’Euler (16.3-4) régissant le mouvement d’un fluide :

_ . DuF  d
Dinu’)=0 | (e+p)#+£uk+028kp20. (25.12)
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26. Géométrisation des forces d’inertie

D’un point de vue mathématique 1'équation du mouvement mD,u = F n’est qu'une généralisation
triviale. Dans le cadre de la physique newtonienne, c’est-a-dire si nous remplagons les indices latins par des
indices grecs, u par v, T par t et £ par e, elle permet de calculer par exemple I'accélération d’une planete en
coordonnées polaires.

Dans le cadre de la relativité elle prend en revanche une tout autre dimension car, le temps y étant devenu
une coordonnée, elle remplace a la fois I’équation de la dynamique en coordonnées curvilignes (m Dyv = F)
et en repere accéléré (m%’ = F+m(—2QAv+...). Ainsi les accélérations d’inertie sont maintenant absorbées
dans la dérivation covariante, “encodées” dans les symboles de Christoffel. C’est 1a un aspect de la relativité
générale, a savoir que les lois de la physique doivent étre covariantes, i.e. avoir méme expression dans tout
repere, accéléré ou non, soit encore dans tout systeme de coordonnées, cartésiennes ou non. L’espace-temps
de Minkowski, cadre naturel ot formuler 1’électromagnétisme, offre donc en quelque sorte comme bonus la
géométrisation des forces d’inertie.

A Tinverse on peut se poser la question : les composantes ¢;; (%) de la métrique de Minkowski étant
donnée dans un systeme de coordonnées curvilignes x?, comment retourner & un repere inertiel et ses coor-
données minkowskiennes associées X* et effacer ainsi les forces d’inertie ? La réponse est dans son principe
simple : les symboles de Christoffel f; . sont connus en fonction de ¢;;(z¥) et de sa matrice inverse par les for-

mules (25.3) : ~§k = 20000+ O li; — Oily) ; d’autre part ils sont reliés a des coordonnées minkowskiennes
X' par les formules (25.2) qui s’écrivent aussi
0%Xx! _0X!

Oriozi L ok (26.1)

Une fois ces équations linéaires résolues il reste a fixer les constantes d’intégration, ce que I’on fait en imposant
N . k l N . 7’ .
23.5), a savoir : m 8X1¢ 9X_ — £;:. Il en restera 10, les 10 parametres du groupe de Poincaré dont le choix
) Nkl 527 929 J ) P group
détermine un repere inertiel particulier.

Concluons par une remarque : pour pouvoir étre vues comme composantes de la métrique de Minkowski
les 10 fonctions 4;;(z*) ne peuvent pas étre quelconques puisqu’elles doivent pouvoir s’exprimer en fonctions
ij p p q q puisq p p

. Ry ox* ax! ; )
i — Tkl 7 i
de quatre fonctions indépendantes seulement selon £;; = ng %+ 5,7+ Si ce n'est pas le cas elles pourront
toujours caractériser une métrique mais d’un ’espace-temps plus complexe que celui de Minkowski, courbe.

L’exemple du repere de Rindler

27. Ligne d’univers d’une particule uniformément accélérée

Soit dans un repére inertiel S, c.-a-d. dans un systéme de coordonnées minkowskiennes X* = (T, X ) ou
I'élément de longueur est donné par ds?> = —dT? + dX? (nous ne considérerons que des mouvements selon
Paxe des X, poserons dorénavant ¢ = 1 et ignorerons les coordonnées Y, Z), une particule P,.. dont la ligne
d’univers est la branche X > 0 de I'’hyperbole X2 — T2 = 1/g? ol1 g est une constante. Cette équation peut
étre écrite sous la forme paramétrique

1 1
T = —sinhgr , X = —coshgr (27.1)
) g
o dx? . dU?
U’ = = (coshgr , sinhgr) , ~'= = g(sinh g7 , coshgr) (27.2)
dr dr
olt 7 est le temps propre de P,.. (car UU; = —1). La quadri-accélération ' est de module constant g et est
orthogonale & la quadri-vitesse u : U'y; = 0. La 3-vitesse est : V = % = tanh g7 et tend vers 1 (i.e. vers

la vitesse de la lumiere) pour T et 7 — +o0. La 3-accélération est a = % = gcosh™ g7. A la limite des
faibles vitesses (g7 < 1) on retrouve la parabole newtonienne : T ~ 7, v ~¢gT | X ~ é + 1972

28. Horizons, décalages spectraux et repeéres inertiels tangents

Supposons qu’une particule P;, au repos en X = 1/g dans S envoie un signal lumineux & 7' = T, vers
la particule P,.. dont la ligne d’univers est donnée par (27.1). Ce signal se propage sur un cone de lumiere,
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ie. le long de la droite X =T — T, 4+ 1/g. La ligne d’univers de P,.. étant asymptotique & X = T pour
T — +o0, on voit que si T, > 1/g, ce signal n’atteindra pas Pyee.

La particule P,.. est accélérée ; mais a chaque instant on peut lui associer un repere inertiel Sy, tangent
a sa ligne d’univers. Les signaux lumineux qu’elle émet vers P;, se propagent le long des cones de lumiere

communs & S et S; d’équations X = =T + Const.. Sa ligne d’univers étant asymptotique a X = —T pour
T — —oo on voit qu’aucun de ces signaux ne peut atteindre P, avant T'= —1/g.
Ainsi P, entre dans 1’horizon de Py, 4T = —1/g (avant cette date aucun signal en provenance de P, ..

ne peut atteindre P;,) ; et & T = 4+1/g c’est P;;, qui sort de 'horizon de P,.. (apres cette date aucun signal
en provenance de P ne peut atteindre Pyec).

Qualitativement, la raison de ce phénomene est qu’asymptotiquement la vitesse de P,.. approche celle
de la lumiere. Quand donc T' — —oo les signaux émis par la particule P,.. ne peuvent la devancer et P;,
les recevoir. Quand T' — 400 P, s’éloigne a la vitesse de la lumiere et les signaux émis par P;, ne peuvent
pas la rattraper.

Plus quantitativement, au laps A7p  du temps propre de Pu.. qui sépare l'envoi de deux rayons
lumineux, correspond le laps de temps dans S : AT, ~ A7p //1— V2 ou V, est la vitesse de P,.. dans S
au moment d’émission (“dilatation du temps”). Comme les deux rayons sont envoyés d’endroits différents
Pintervalle séparant la réception des deux messages par P, est AT, = AT.(1+ V) (effet Doppler). Cet
intervalle est aussi celui effectivement mesuré par P;,, qui est immobile dans S. Ainsi l'on a :

7
A@n:Aﬂ:AﬂO+KJ:A§MM1j;. (28.1)

Si ATI%MC est la période de la lumiere émise par P,.., on voit que lorsque P,.. entre dans ’horizon de P;,
(Ve — %1) la période mesurée par P;, tend vers 0 et la fréquence du signal est infiniment décalée vers le
bleu. Inversement lorsque P, sort de I'horizon de Py.. (V. — 1) la fréquence des signaux regus par P;, est
infiniment décalée vers le rouge.

Ce raisonnement, qui introduit un repére inertiel tangent a la ligne d’univers de P,.. au moment de
I’envoi du signal, n’est justifié que si la vitesse de P,.. ne varie pas trop pendant la durée de ’émission. On
trouve que cela impose gATE <15 (pour g = 10™ x 1Om/sec2 par exemple, 7 < 107" an, ce qui laisse de
la marge...) '

Supposons maintenant que ce soit P;, qui envoie des messages & P,... C’est alors P;, qui a une vitesse
temporairement constante par rapport a Py, égale a —V,., V,. étant la vitesse de P,.. dans & au moment
de la réception du message. En intervertissant les roles on obtient :

1L+ 1V,
ATh,.. = Arh T (28.2)

ot Atp est Uintervalle, mesuré par P,.., séparant la réception des signaux, que Pj, a émis a A7p
d’intervalle de son temps propre. Si A7p —est la période de la lumiere émise par Pj,, on voit que lorsque
V, — —1 les signaux que regoit P,.. sont infiniment décalés vers le bleu. Inversement lorsque V. — 1 les
signaux regus par P,.. sont infiniment décalés vers le rouge. (A nouveau, pour que le raisonnement tienne,
il faut que gA7p < 1.)

Précisons la construction des reperes inertiels Sy tangents a la ligne d’univers de P,... Les vecteurs de
base (ef,e;) de ces reperes S, se déduisent des vecteurs de base (eg,e1) de S par des transformations de
Lorentz telles que les ef) soient a chaque instant 7 paralleles a la quadri-vitesse u de Ppe.. Quant aux e} ils
sont orthogonaux aux ef, et donc, cf (27.2)

e = egcosh g7 + ey sinhgr = u , €] = egsinh g7 + e; cosh g7 = a4 (28.3)
g
Les transformations de coordonnées (T, X) — (T, X'), elles, s’écrivent
1
T" = T cosh gt — X sinh g7 , X' = —Tsinhgr + X coshgr — —. (28.4)
g
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Dans un de ces repéres inertiels, caractérisé par 7 = 7, la ligne d’univers de P,.. est, cf (27.1) et (28.4)

T = ésinh[g(T -7, X' = écosh[g(T —7)] - % (28.5)

et se confond avec l'origine X’ = 0 tant que |g(7 — 7)| < 1.

29. Calculs exacts de décalages spectraux ; durée de vie des “jumeaux”

Pour calculer I'intervalle de temps Atp —, mesuré par P, immobile en X =1 /g dans S, qui sépare
la réception de signaux émis par P,.. & A7p  d’intervalle de son temps propre, point n’est en fait besoin
de recourir a des reperes inertiels tangents. On a en effet : Arp = 7., — 7., ou 7, et 7, sont les temps
propres de P,.. d’émission du premier et second signal lumineux. La ligne d’univers du premier signal vers
Pipest T =—-X+ X, +Te, = —X + exp(gre,)/g, via (27.1). Ce signal atteint la ligne d’univers de P, a
9T, = —1 +exp(gre,). on a donc gAT, = [exp(g7e,) — exp(gTe, )] = exp(g7e, )[exp(gA7p ) — 1]. Comme
P;,, est immobile dans S son temps propre 7p,, s’identifie au temps 7', temps des horloges immobiles dans S
et on a At = AT,. Se rappelant enfin que la 3-vitesse de Py est V' = tanh g7 on obtient, quel que soit
le laps de temps séparant ’émission des deux signaux Py :

r 1+ Ve .
9ATE, =7 lexp(gATE, ) — 1] (29.1)
e

1

qui se réduit bien a (28.1) lorsque gATE < 1.
Un calcul calqué sur le précédent donne la formule exacte de l'intervalle de temps A7y séparant la
réception par Pye. de signaux émis par la particule immobile P, en fonction de I'intervalle A7g — selon

14V,
gATh = —n[1—gAry [ (29.2)
acc in 1 _ VTl

qui redonne (28.2) si gATp, < 1.

Autre exemple : soit deux particules uniformément accélérées P, et P,., respectivement en X, = 1/g, et
X,=1/g- 4T =0, dont les lignes d’univers sont données par

Xt = <1 sinh g.7 , L cosh geT) , X' = <1 sinh g, 7 , 1 coshgr7'> (29.3)
Ge Ge gr gr
(avec ge > gr). P. envoie des signaux lumineux & A7, = 7., — T, de son temps propre. Ils sont regus par P, a
A1, = 7., — T, d'intervalle de son temps propre. La ligne d’univers du premier signal est 7' = X — X, +7T¢,.
Ainsi X, — T, = exp(—g,7y,) = exp(—geTe, ) de sorte que 7., = Te,ge/gr. Par conséquent l'intervalle de
temps propre A7, qui sépare la réception par P, des deux signaux émis par P, a A7, de son temps propre
est donné par
AT, = (14 gch)AT, (29.4)

ou on a posé X, = X, + h. Cette prédiction est assez trivialement a mettre, comme les précédentes, sur le
compte de simples effets cinématiques.

Il en est de méme de la différence de durée de vie des “jumeaux” de Langevin. Considérons dans le repere
inertiel S la particule accélérée P,.. (le “jumeau voyageur”) et une particule libre P, en X = X, > 1/g
(le “jumeau sédentaire”). Leurs lignes d’univers se coupent en T' = £Tj, instants ou le voyageur quitte
le sédentaire et ou il le retrouve. La durée qui sépare ces deux événements est Ay, = 27y pour Py, (le
sédentaire). La durée mesurée par P,.. (le voyageur) est A7,.. = 279 avec g X, = cosh g7y et gTp = sinh g7y
et par conséquent

ATpee = SArgSh QA% (< Atn). (29.5)
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30. Systéme de coordonnées et repere de Rindler

Bien sir on peut effectuer les calculs précédents de décalage spectraux et de durée de vie dans d’autres
systémes de coordonnées, par exemple les coordonnées de Rindler (t,x), reliées aux coordonnées minkowki-
ennes (T, X) par

gT = (1+gx)sinhgt , ¢gX = (1+ gz)coshgt

T 30.1
soit FP(X?=T?) = (1+gz)* , X = tanh gt (30-1)

Comme on le voit facilement & partir de (27.1) et (28.3), le passage des coordonnées (T, X) aux coordonnées
(t,z) est un cas particulier de la prescription qui fait passer de (23.2) & (23.3). Dans ce systeme la ligne
d’univers de la particule P,.. est £ = 0 et son temps propre est 7 = ¢.

Les vecteurs de la base naturelle de 1’espace tangent d’un point p sont

0 _0X 0 + 9ro__ (1+ gx) <coshgta + sinhgta>

ot ot 90X = ot oT or 0X
= (1 + gz)(eg cosh gt + ey sinh gt) (30.2)

o 0X 0 [ 0TO

5 + 555 = cosh 787+Sinh Taf*e sinh gt + e cosh gt
dr  9r 0X L ozor MITox 9757 = ¢o sinhgt + ey coshgt.

On peut aussi introduire la base non holonome (h,, h;) et le champ de reperes associés (6%, 0%)

0 1 0

hmzi 9 = T __ a )
Ox T 14gax ot

0 =dz , 60'=(1+gw)dt. (30.3)

Dans ce nouveau systeme 1’élément de longueur minkowskien s’écrit :
ds?* = —dT? + dX? = —(1 4 gx)?dt* + dz? (30.4)
et la métrique de Minkowski devient
(= —dT? +dX? = —(1 + gz)?dt? + da? = —(0")* + (67)? (30.5)

Les reperes locaux (6,6%) liés & x = 0 (ligne d’univers de P,..) ne sont autres que les reperes inertiels
tangents introduits en & 28, avec t = 7.

Les coordonnées de Rindler ne se déduisent pas des coordonnées minkowskiennes (7', X') par une trans-
formation de Lorentz. On note plutét la ressemblance avec le passage des coordonnées cartésiennes (u,v)
aux coordonnées polaires (r,¢ :u =rcosp,v = rsin¢g) en géométrie euclidienne :

di* = dv? + du® = r*d¢?® + dr®. (30.6)

L’analogie devient complete si I'on pose : 1+ gz =gr, gt =i¢ ; X =u, T =iv . On remarque cependant

que si les coordonnées polaires (r,¢) couvrent tout le plan euclidien (u,v), il n’en est pas de méme des

coordonnées de Rindler (,z) qui ne couvrent que les cadrans X2 > T2 du plan minkowskien (T, X).
Chaque ligne x = C'te est une hyperbole de M, et représente la ligne d’univers d’une particule de

quadri-accélération constante -—.
+gx

L’équation de la ligne d’univers d’une particule libre, en translation uniforme dans S, est donnée par
I’équation géodésique D,u = 0, soit, plus simplement par :

h gt — A sinh
X=AT+B  soit g _ coshgt = Asmhgl
1+ gz B

(30.7)

Ainsi la ligne d’univers de la particule Py, au repos en X = 1/g dans S est-elle, dans le systéme de Rindler :
1+ gx = 1/ coshgt. Cependant, comme gT = tanh gt, cette courbe ne représente la ligne d’univers de P;,
que pour —1/g < T < 1/g.
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Enfin un signal lumineux issu de Py en 2 = 0 & t. a une ligne d’univers de longueur nulle [(1+ gz)dt =
—dx] et intersecte la ligne d’univers de P;, en © = z,,t = t, donnés par :

exp(—2gt;) = 2exp(—gte) =1, 1+ gz, = exp(gte)y/2exp(—gte) — 1. (30.8)

Armés de ces résultats c’est un simple exercice de refaire les calculs de décalages spectraux ou de durée
de vie effectués en & 29, cette fois-ci dans les coordonnées de Rindler.

Reprenons en détail, pour ’exemple, 'obtention de la formule de décalage spectral (29.1). La ligne
d’univers de P,.. étant z = 0, son temps propre est relié au temps coordonnée ¢ par, cf (2.17)) : drp,,. =

dt soit encore 7p,  =t. Quant au temps propre de P;,, dont la ligne d’univers est 1+ gz = 1/ cosh gt, il
est relié a ¢ par :

drp,, = dt\/(1+ gz)? — (dz/dt)? soit encore g7p,, = tanhgt. (30.9)

: : : 5y el _ e2 _ e2 _ el — e :
Pyce envoie deux signaux lumineux a 75 = tey et 75 = te2 [(75. — 7p ) = Atp ] Ces signaux

atteindront P;,, aux instants ¢,.1 et t.o donnés par (30.8). Ce sont des temps coordonnées correspondant par
la formule (30.9) aux temps propres de P, 75 et 750 [(75. — 7p ) = Arp, . Le calcul explicite redonne

(29.1).

Refaisons également le calcul de la durée du périple du jumeau accéléré P,.. dans le systéeme de Rindler
ou il est au repos. Sa ligne d’univers est x = 0, son temps propre est t. La ligne d’univers du jumeau inertiel
Py, est Xy, = (z+1/g) cosh gt, son temps propre est X, tanh gt. Les lignes d’univers s’intersectent en =t.
La durée du périple pour le jumeau accéléré P,.. est 2ty ; pour P;, elle est 2X;, tanh gtg. Comme on a
9Xin = cosh gty on retrouve le résultat (29.5).

Reprenons enfin le cas de deux deux particules uniformément accélérées P, et P,., au repos en r, =
1/ge — 1/g et 2, = 1/g, — 1/g. P, envoie & P, un signal lumineux de durée A7, = 1/v correspondant
par exemple & une transition atomique. A cette durée de temps propre correspond l'intervalle de temps
coordonnée At = At /(1 + gz.). Comme P, est au repos la durée-coordonnée du signal & son arrivée en
P, sera aussi At, mais la durée de temps propre Ar,. = 1/v, que P, observera sera donnée par : Ar,. =
At/(1+ gx,) = AT, }igi: soit, en posant x, = x. + h : A1, = A7.(1+ g.h), ce qui est identique, bien str,
a (29.4). Comme (1 + gz) est la composante (00) de la métrique de Minkowski en coordonnées de Rindler,
on peut réécrire ce résultat sous la forme plus générale

loo(em)

.1
loo(rec) v, (30.10)

Vrec =

qui donne le décalage de fréquence lorsque les émetteur et récepteur sont immobiles dans le systeme de
coordonnées z* et lorsque la métrique est statique (i.e. lorsque les composantes de la métrique de Minksowski
l;; ne dépendent pas de z°).22

31. “Rigidité” du référentiel de Rindler

De maniere générale considérons dans un repere inertiel S (de coordonnées minkowskiennes X) deux
lignes de coordonnées spatiales voisines, x(X*) = zg = const et (X?) = 2o + Az, d’un repere accéléré C (on
se place & une dimension pour simplifier les notations) ; elles ont dans S une vitesse V = dX/dT déterminée
par dz = 0 ; soit par ailleurs AX leur distance propre, mesurée dans S, c.-a~-d. a T' constant. Dans le repere
inertiel S, allant a la vitesse V' par rapport a S ol elles sont momentanément au repos leur distance propre
est donc AXy, = AX/v1 —V? (contraction des longueurs). Un solide peut alors étre défini en imposant que
AX, soit égal a Az, la distance entre les lignes de coordonnées du repeére accéléré.

Le systeme de coordonnées de Rindler satisfait a ce critere. En effet les lignes d’univers, dans S, de deux
lignes de coordonnées voisines sont donnés par g%(X2 —T?) = (1+gzg)? et g*(X2—T?) = [1+g(zo + Ax)]%.

22 ] faut rappeler que ce résultat suppose que quand Pr.. mesure dans son référentiel inertiel tangent la fréquence de la
méme transition atomique en Prec, il trouve v (c’est ainsi qu’il peut dire que ce que lui envoie Peyn, lui semble décalé par
rapport & ce qu’il mesure dans son laboratoire). On suppose donc que la transition atomique considérée n’est pas affectée par
l’accélération & laquelle ’atome est soumis (ou lest de maniere négligeable).
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Leur vitesse dans S est V = dX/dT = T/X. Quant a leur distance propre AX, mesurée dans S, c.-a-
d. & T constant, elle est donnée par : gXAX = (1 + gxo)Az. Dans le repere inertiel tangent & leur

ligne d’univers elle est (contraction des longueurs) : AX, = AX/v1—V2 En développant le calcul :
AXg _ AX _ (l4gzo)Az 1 _ (l4gzp)Az — Ax.

1-V2 gX \/1—T2/X2 gV X2-T?
T = const. peut étre considérée comme un “axe rigide” et on peut concevoir la matérialisation du repere
de Rindler par un solide accéléré le long de I’axe X du repere inertiel S. Cette propriété est particuliere
au repere de Rindler; dans le cas général il faut abandonner la notion de repere “rigide” et de référentiel
“solide” sauf s’ils sont inertiels.

En ce sens précis la ligne de coordonnée

Reperes en rotation et spin

32. Repeéres en rotation, effet Sagnac et forces d’inertie

Considérons, dans un repere inertiel S et ses coordonnées minkowskiennes X* = (T, X, Y, Z) telles que
ds* = n;;dX"dX7, une particule P,.. contrainte au mouvement circulaire X* = (T, R cos f(T'), R sin f(T),0)
et une particule P, immobile en X’ = (T, R,0,0). Le temps propre de P;, est T, celui de Py, est 7 =
[dTV1—R2Q2 ot Q = %. On note que la 3 vitesse RS} doit toujours étre inférieure a 1 (i.e. a c), que
T est toujours inférieur & T (“dilatation du temps”) et que si Q) est constante le temps mis par P,.. pour
faire un tour est AT = %’r a la montre de Py, et A7 = ATV1 — R2Q2 < AT & celle de Py, (“paradoxe des
jumeaux”).

Effectuons le changement de coordonnées X* = (T, X,Y, Z) — a' = (t,r,1, z) tel que

T=t , X=rcos(v+f(t) , Y=rsinw+f(t) , Z=-z. (32.1)

Dans ce repere accéléré 1’élément de longueur minkowskien s’écrit (avec Q) = Z—J; que nous supposerons ici
constant)

ds* = —(1 — r?Q%)dt? + 2r’°Qdt dyp + dr® + r* dyp* + dz*. (32.2)

La ligne d'univers de Py, y est 2' = (t, R,0,0), celle de P;, : z* = (¢, R, —f(t),0) et leurs temps propres
respectifs se relisent sur (32.2) comme : 7. = V1 —1r2Q2%¢t ; 75, = t.

Considérons deux particules, 'une prograde 'autre rétrograde, contraintes (par des miroirs par exem-
ple) & suivre les lignes d'univers : z° = (¢, R,w+t,0) oll wy sont des constantes (respectivement positive
et négative). Les temps coordonnées ¢+ mis par ces deux particules pour faire un tour (qui sont aussi
les temps mesurés par des horloges immobiles dans le repere initial S) sont : ty = :I:i—i. Mesurée au

temps propre de P,.. leur différence est : A7y = 27V 1 — R2Q2 % Quant aux temps propres des

particules elles-mémes ils se lisent sur (32.2) comme : 74 = /1 — R%(Q + w4 )2¢. Leurs quadri-vitesses ont

; 1,0,w4,0 . . . . . ,

donc pour composantes u' = %. Si on impose que les vitesses tangentielles soient opposées :
—R w4

Wi Fw— 27 R?

=, alors : e T T-oRT

w4 _ w_
V1I-R2(Qtwy)?  \/1-R2(Qtw_)
. ) . . . 2
des photons dont les lignes d’univers sont de longueur nulle. Ainsi, dans tous les cas : ATyee = \/%72992.
Soit A la longueur d’onde (éventuellement de de Broglie) des particules considérées ; si on les fait interférer
on observera un décalage de franges (par rapport & la figure obtenue lorsque 2 = 0) de

une relation qui vaut aussi si les particules sont

&_ 4ﬂS —4IBS+O<1> avec S:7‘rR2 , ﬂ:* (323)

N ORNWI-3 R 3

C’est 1a Veffet Sagnac.??

23 Effets Sagnac. Dans le cadre d’une théorie corpusculaire newtonienne de la lumiére le temps de parcours autour de
lorigine d’un appareil en rotation doit étre le méme dans les deux sens puisque les vitesses sont, en module, les mémes par
rapport au référentiel tournant. Dans le cadre d’une théorie ondulatoire en revanche, la vitesse de la lumiére est constante par
rapport & I’éther, immobile dans le référentiel absolu dans lequel le référentiel tournant est accéléré et l'effet (32.2) doit étre
observé. L’expérience fut proposée des 1897 par O. Lodge ; Sagnac 'effectua en 1913 a la suite de calculs détaillés faits en 1905 ;
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Effectuons enfin le nouveau changement de coordonnées x? = (t, 7,9, 2) — 2’ = (t,x,y, 2) tel que
t=T , xz=rcosyp , y=rsiny , z=2. (32.4)
Dans ce repere, accéléré également, ’élément de longueur minkowskien s’écrit
ds?* = —(1 — Q%(2® 4 y?))dt’* 4 2Q dt(xdy — ydzx) + da?* + dy? + dz*. (32.5)

Un calcul sans difficulté donne les symboles de Christoffel a partir des formules générales (25.2) ou (25.3)
selon :

~ dQ ~ ~ ~ d§2
Th=-Wo——ry , ThL=-T}, =0, T{=-0y+ o (32.6)
(les autres s’obtenant par symétrie ou étant nuls). L’équation du mouvement d’une particule libre de
quadri-vitesse u est donnée par D,u = 0, ses composantes dans le systeme de coordonnées z* sont d;f; +
[ de? e’ _ ) siit encore :
jkodr dr :
d? d dQ2
Cr 20 02+ oy
dt? dt dt 32.7)
d%y dx dQ2 (32
— = 20—+ Q%y — —
dt2 a TV T "
ce qui peut se réécrire sous forme tri-dimensionnelle sous la forme
!/ ! / dQ /
/ dr’ 1 — dv’

ol on a introduit les grandeurs R’ = (z,y,0), v/ == gt @ = . On reconnait dans (32.8) Iexpression
des accélérations d’inertie newtoniennes ou t = T est le temps d’horloges immobiles dans le repere initial S.
Ainsi les symboles de Christoffel encodent-ils bien & la fois le systéme de coordonnées spatiales choisi (ici
cartésien) et les accélérations d’inertie dues au fait que le repere accéléré (¢, x,y, z) tourne par rapport au

repére inertiel S.

33. Mouvement du solide : rappels de mécanique newtonienne

En mécanique newtonienne la notion de corps rigide accéléré ne posant pas de probleme conceptuel,
la cinématique d’un solide est décrite par un déplacement rigide des trois axes orthonormés auxquels il est
attaché, et son équation du mouvement se déduit de la loi fondamentale de la dynamique

ma = f (33.1)

ou a est l'accélération dans un repere inertiel S d’un des points matériels P qui le constituent, m sa masse
et f la force qui lui est appliquée.

En effet, soit R = OP le rayon vecteur dans S du point P, soit d = OO’ celui de l'origine du repere S’
dans lequel il est immobile et R’ = O’P le vecteur position, constant, de P dans S§’. En dérivant deux fois
par rapport au temps l'identité R = R’ + d on obtient :

v=d+ QAR | a=d—QARANQ+QAR ennotant R = QAR (33.2)

il mesura l’effet avec une précision de 1072 .(L’effet avait été observé une premieére fois, mais sans étre compris, par Harres a
Iéna en 1912.) L’effet Sagnac est actuellement mesuré avec une précision de 1072 (expérience de Macek et Davis, 1963) ; il
a été également mesuré avec 1’aide de particules massives, neutrons (1984), atomes de Calcium (1991), électrons (1993) etc et
sert maintenant couramment comme contréle de navigation.

Expérience de Michelson Gale et Pearson. L’effet (32.2) doit étre observé sur tout référentiel en rotation par rapport
aux référentiels inertiels, et donc aussi dans un interférometre fixe par rapport a la Terre dont la rotation diurne doit pouvoir
ainsi étre mesurée. L’expérience, proposée également par O. Lodge en 1893 fut effectuée en 1925 par Michelson, Gale et Pearson
a l'aide d’un appareil de 612 metres sur 339 dont la lumiere faisait le tour dans un sens et dans I'autre avant d’interférer ; un
déplacement de franges fut effectivement observé. Une expérience similaire, avec des neutrons cette fois, fut effectuée de maniere
concluante en 1979 par Werner et al.. Ces expériences, comme celle du pendule de Foucault (cf livre ND-JPU), mesurent des
rotations absolues par rapport a ’ensemble des référentiels inertiels, au statut priviligié en relativité restreinte tout comme en
physique newtonienne.
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ou Q) est le vecteur rotation du solide, cf e.g. supra, équation (32.8). Choisissons pour origine O’ de &’ le
centre de masse du solide, défini par

> mR =0. (33.3)
On déduit alors de (33.1-2), en posant M => met F =) f:

Md=F (33.4)

équation qui régit le mouvement du centre de masse du solide. On tire aussi de (33.2), en prenant toujours
pour O’ le centre de masse du solide : > mR' Aa =Y m{R'AN(QAR')—R N[QA(R' AQ)]}. Le membre de
droite de cette relation n’est autre que la dérivée temporelle du moment cinétique J du solide défini comme

J = Z mR Av avec Z mR =0. (33.5)

Ainsi donc I’équation du mouvement qui régit le mouvement de rotation du solide autour de son centre de
masse est :

J=K (33.6)

on K=Y mR ANa=> R A f de part la loi fondamentale (33.1) est le moment des forces appliquées au
solide. On note que (33.6), tout comme (33.4), est invariante dans les transformations de Galilée.
Reste a relier J et Q. On a, en utilisant (33.2-3) (et la Note 10)

J=Y mR Av=> mR Ad+QAR)=> m[R*Q- R (R Q) (33.7)
soit, en composantes :
Jo=TapQ®  avec  Iog =Y m(bap XX, - X, X)) (33.8)

Les axes X' peuvent étre choisis de sorte que le tenseur d’inertie I, soit diagonal. Les trois éléments de la
diagonale, I, I> et I3, sont les moments principauz d’inertie. S’ils sont tous égaux le solide est une ”toupie
sphérique” ; si Iy = I, I3 = 0 le solide est un "rotateur” : si I; = Iy # I3 c’est une ”toupie symétrique”.

Considérons le cas ot K=0. On voit sur les équations (33.4) (33.6) et (33.8) que l'axe de rotation Q
d’une toupie ou d’un rotateur, parallelle au moment cinétique J, garde alors une direction fixe dans S quel
que soit le mouvement de son centre de masse : ce sont des gyroscopes. En revanche ’axe de rotation d’une
toupie symétrique précesse autour de J.

34. “Spin” en relativité restreinte

Considérons dans un repere inertiel S un ensemble de particules de masses m situées en X* dont les
mouvements sont décrits par un champ de vecteurs quadri-vitesses U° (tel que U;U* = —1 ; nous posons
¢ =1). Associons-leur la grandeur M% = Y m(X'U’ — XIU"), que I'on peut considérer comme une version
relativiste du moment cinétique newtonien J défini en (33.5), & la réserve prés que X' est ici la position des
points par rapport a l'origine du repere S et non dans un repere ou leurs distances seraient constantes (dans
un sens qu’il faudrait de toute facon préciser). Il en résulte que M% ne se transforme pas comme un tenseur
de type (?) dans une transformation du groupe de Poincaré ; si X* = A%, X'* —d’ ona: U/ = A/;U" et donc
M = A N MM — (d'P7 — d7 P?) ot P =Y mld’ est Vimpulsion totale du systéme. Il est une grandeur en
revanche qui, elle, est un quadri-vecteur covariant dans les transformations de Lorentz, a savoir le moment
cinétique intrinséque du systéme, défini comme

1 .
Si = —§6ijklM‘]kUl (341)

ou €55 est l'indice de Levi-Civita et ou Ut = Pﬁi, avec M =Y m et U;U* = —1, est le champ de vecteurs

quadri-vitesses du systeéme considéré comme un tout. Le vecteur S; n’a que trois composantes indépendantes
car S;U" = 0.
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Dans le repere inertiel tangent ou U = (1,0,0,0) les composantes de S; sont (0,.J) ou J, = M* =
S m(YUZ — ZUY) ete. Si le systéme n’est soumis & aucun “moment de forces” il est justifié d’imposer que
I’équation du mouvement de J soit la méme qu’en physique newtonienne, & savoir % =0 ou t est le temps
des horloges immobiles dans le repere inertiel tangent. Une version covariante de cette équation, valable dans
tout repere inertiel, est U79;S; = fU;, qui donne bien ‘2—{ = 0 dans le repére inertiel tangent. Le facteur de
proportionalité f est déterminé par la condition S;U* = 0 qui implique U70;(S;U*) = —f 4+ .5;(U?0;U") = 0.
Ainsi donc les équations du mouvement du moment cinétique intrinseque S; d’un systéme soumis a aucun

moment de force sont, dans tout repere inertiel
U90;8; = [S;(U*0 U U;  avec S;U' =0 (34.2)

ol U’ est la quadri-vitesse du systeme. Ainsi, contrairement & la prédiction newtonienne, un moment
cinétique intrinseque ne garde pas une orientation constante dans un repére inertiel s’il est accéléré : c’est
la précession de Thomas.

Cette construction effectuée on peut en oublier I’échafaudage et introduire la notion de particule dotée,
en plus de sa masse inertielle, d'un moment cinétique intrinseque ou spin, S;, dont I’équation du mouvement
est (34.2), Ul = dd—)f étant alors la quadri-vitesse de la particule et 7 son temps propre. Dans un cadre
classique (i.e. non quantique) cette “particule” est en fait un objet composite, dont les mouvements des
parties ne sont pas inclus dans (34.2) et doivent éventuellement faire U'objet d’une étude séparée. En effet,
la notion de corps rigide n’existant pas en relativité restreinte, on ne peut relier directement le moment
cinétique S; a une vitesse angulaire globale du systéeme comme en physique newtonienne.

Dans un systeme de coordonnées quelconques z*, i.e. dans tout repere accéléré, I’équation du mouvement
d’une particule dotée d’un spin, de composantes s; dans ce systéeme (s; = 623%55’]-), est donc :

bs [ Dw ,»
=u'|s;— avec s;u’' =0 34.3
dr ( T dr ) ! ( )
ot D est la dérivée covariante associée au systeme de coordonnées z, olt 7 est le temps propre de la
particule et u? = gjﬁ; U7 sa quadri-vitesse telle que &juiuj = —1, ¢;; étant les composantes de la métrique

de Minkowski dans le systeme z°.
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