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Les trous noirs : une brève introduction

Trou noir en gravitation newtonienne
Michell 1783, Laplace 1796

Vitesse de libération d’un corps de masse M et de rayon R : Vlib =

√
2GM

R

d’où Vlib = c ⇐⇒ R =
2GM

c2
⇐⇒ R =

√
3c2

8πGρ

Un corps de même densité que le Soleil, mais de rayon 500 fois plus grand ne
laisserait pas s’échapper la lumière =⇒ “corps obscur”

compacité : Ξ :=
GM

c2R
=

V 2
lib

2c2
: trou noir ⇐⇒ Ξ > 1

2

Eric Gourgoulhon (LUTH) Thermodynamique des trous noirs ENSTA, Paris, 4 nov. 2008 4 / 31



Les trous noirs : une brève introduction
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Les trous noirs : une brève introduction

Remarque : compacité et densité

Pour un corps sphérique homogène de masse M et de rayon R :

densité : ρ =
M

4
3πR3

compacité : Ξ :=
GM

c2R
∼ V 2

lib

c2
∼ |Egrav|

Mc2
∼ |Φsurf |

c2

Egrav = énergie potentielle gravitationnelle
Φsurf = potentiel gravitationnel à la surface (∆Φ = 4πGρ)

Ξ =
4πG

3c2
ρR2

corps proton Terre Soleil naine blanche ét. neutrons trou noir
Ξ 10−39 10−10 10−6 10−3 10−1 1

Un trou noir est un objet très compact, mais pas nécessairement dense
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Les trous noirs : une brève introduction

Limites du concept newtonien de trou noir

En théorie newtonienne, la vitesse de la lumière ne joue pas de rôle privilégié :
rien n’interdit Vlib > c

Si Vlib ∼ c, alors Ξ ∼ 1 et |Egrav| ∼Mc2 : une théorie relativiste de la
gravitation est nécessaire !

=⇒ le traitement correct des trous noirs ne peut se faire qu’en relativité générale
(ou dans l’une de ses généralisations)
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Les trous noirs : une brève introduction

Gravitation newtonienne et relativité générale

Gravitation newtonienne :

équation fondamentale : équation de
Poisson pour le potentiel gravitationnel
Φ :

∆Φ = 4πGρ

équation scalaire

équation linéaire

équation elliptique
(⇒ propagation instantanée)

seule source : la densité de masse
ρ

Relativité générale :

équation fondamentale : équation
d’Einstein pour le tenseur métrique g :

R(g)− 1
2
R(g) g =

8πG

c4
T

équation tensorielle (10 équations
scalaires)

équation non-linéaire

propagation à vitesse finie (c)

source : énergie-impulsion T de la
matière et du champ
électromagnétique

Remarque : en champ gravitationnel faible, une des 10 composantes de l’équation
d’Einstein se réduit à l’équation de Poisson (et les 9 autres se réduisent à 0 = 0).
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Relativité générale :

équation fondamentale : équation
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Les trous noirs : une brève introduction

Le trou noir en relativité générale

Un trou noir est une région B de
l’espace-temps depuis laquelle aucun
photon ne peut atteindre l’infini.

=⇒ les événements se produisant dans B
n’ont aucune influence causale sur le
reste de l’espace-temps.

La frontière (immatérielle) H entre le
trou noir et le reste de l’univers est
appelée horizon des événements. Il s’agit
d’une partie tridimensionnelle de
l’espace-temps (hypersurface). De plus,
H est du genre lumière.

← diagramme d’espace-temps montrant la

formation d’un trou noir par effondrement

gravitationnel d’une étoile
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Les trous noirs : une brève introduction

Principales propriétés des trous noirs

Le trou noir contient une région où la courbure de l’espace-temps diverge : la
singularité

L’horizon des événements H est une structure globale de l’espace-temps :
aucune expérience de physique locale peut révéler le passage par H ; un
voyageur imprudent ne peut déceler l’instant où il franchit l’horizon

Vue par un observateur distant, l’approche de l’horizon se traduit par un
décalage spectral vers le rouge infini, ou de manière équivalente, par une
dilatation des temps infinie

Théorème d’unicité
(Dorochkevitch, Novikov & Zeldovitch 1965, Israel 1967, Carter 1971,
Hawking 1972) :
un trou noir en équilibre est nécessairement un trou noir de Kerr-Newmann,
qui est une solution du vide de l’équation d’Einstein (T = 0) décrite par
seulement trois paramètres :

masse totale M
moment cinétique total J
charge électrique totale Q

=⇒ “un trou noir n’a pas de cheveux” (Wheeler)
Q = 0 : sol. de Kerr (1963) ; Q = 0 et J = 0 : sol. de Schwarzschild (1916)
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Les trous noirs : une brève introduction

Définitions de M , J et Q

masse M : orbite d’un corps d’épreuve autour du trou noir :
suffisamment loin du trou noir, l’approximation de gravitation newtonienne
est valable et l’on peut définir M comme le coefficient qui intervient dans la

troisième loi de Kepler : r3 = GM

(
T

2π

)2

r = rayon de l’orbite (circulaire), r � GM/c2 = 1.5
(

M

M�

)
km

T = période orbitale

moment cinétique J : effet “gravito-magnétique” (Lense-Thirring) :
un gyroscope embarqué dans un satellite en orbite (rayon r) autour du trou

noir précesse (par rapport aux étoiles lointaines) à la fréquence ΩLT =
2GJ

c2r3

charge électrique Q : théorème de Gauss :

le champ électrique mesuré loin du trou noir est E =
Q

4πε0 r2
er

Dans tout ce qui suit, Q = 0.
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est valable et l’on peut définir M comme le coefficient qui intervient dans la

troisième loi de Kepler : r3 = GM

(
T

2π

)2

r = rayon de l’orbite (circulaire), r � GM/c2 = 1.5
(

M

M�

)
km

T = période orbitale

moment cinétique J : effet “gravito-magnétique” (Lense-Thirring) :
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Les trous noirs : une brève introduction

Trous noirs astrophysiques

Même si il n’émet aucun photon, un trou noir est observable par ses effets sur son
environnement immédiat, en général un disque d’accrétion

Libération d’énergie potentielle gravitationnelle par accrétion sur un trou noir :
jusqu’à 42% de l’énergie de masse mc2 !

[J.A. Marck, CQG 13, 393]
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Les trous noirs : une brève introduction

Trous noirs dans les binaires X

une vingtaine de trous noirs
identifiés dans notre galaxie
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Les trous noirs : une brève introduction

Trous noirs massifs au cœur des galaxies

Orbites d’étoiles autour du trou noir
Sgr A* au centre de notre galaxie

[Ghez (2004)]

MTN = 3.6× 106 M�

détection via la dynamique stellaire (Sgr
A*)

noyaux actifs de galaxies

quasars

MTN ∼ 106 M� à qques 109 M�
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Les trous noirs : une brève introduction

Observation des trous noirs en ondes gravitationnelles

...dans les années qui viennent !

Détecteur interférométrique VIRGO près de Pise (Italie) [CNRS/INFN]
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Les quatre lois de la dynamique des trous noirs

Les quatre lois de la dynamique des trous noirs

Ces quatre lois ont été établies au début des années 1970 à partir de l’équation
d’Einstein, dans le cadre de la relativité générale classique (c’est-à-dire sans faire
appel à des processus quantiques).
Elles constituent une analogie “troublante” avec les quatre principes de la
thermodynamique.
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Les quatre lois de la dynamique des trous noirs

Loi zéro
Bardeen, Carter & Hawking 1973

gravité de surface κ :

Définition géométrique : (` ·∇)` = κ `

` : vecteur du genre lumière normal à l’horizon
et associé à la coordonnée temporelle t
κ mesure l’écart à l’affinité de la coordonnée t le
long des géodésiques lumières génératrices de H

Interprétation physique : cκ =
dτ

dt
a

a : amplitude de l’accélération d’un observateur
O infiniment proche de l’horizon et en
corotation avec H : a→ +∞ et dτ/dt→ 0 (τ
temps propre de O)

Loi zéro : si le trou noir est en équilibre, alors κ est constant sur tout H

Trou noir de Kerr : κ =
c3

2GM

√
1− (cJ/GM2)2

1 +
√

1− (cJ/GM2)2
=⇒ κ =

c3

4GM
si J = 0
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Bardeen, Carter & Hawking 1973
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Les quatre lois de la dynamique des trous noirs

Première loi
Bekenstein 1972, Bardeen, Carter & Hawking 1973

Aire d’un trou noir : aire A = A(t) d’une
section t = const de l’horizon des
événements H (2-surface St de topologie
sphérique)

Vitesse de rotation Ω d’un trou noir
axisymétrique stationnaire : ` = ∂t + Ω∂ϕ

∂t : générateur des translations temporelles
∂ϕ : générateur des rotations

Trou noir de Kerr :

A =
8πG2M2

c4

h
1 +

p
1− (cJ/GM2)2

i
et Ω =

c4J

2G2M3
h
1 +

p
1− (cJ/GM2)2

i

Première loi : deux configurations d’équilibre voisines sont reliées par

δMc2 =
c3κ

8πG
δA + Ω δJ.
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Les quatre lois de la dynamique des trous noirs

Deuxième loi
Hawking 1971

Évolution de l’aire A(t) d’un trou noir
hors d’équilibre (en formation lors d’un
effondrement gravitationnel, accrétion de
matière, rayonnement gravitationnel,
fusion de deux trous noirs, etc...)

Deuxième loi : si la matière éventuellement présente aux environs du trou noir
satisfait à la condition de positivité d’énergie ∀k genre lumière, T (k,k) ≥ 0, alors

dA

dt
≥ 0
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fusion de deux trous noirs, etc...)

Deuxième loi : si la matière éventuellement présente aux environs du trou noir
satisfait à la condition de positivité d’énergie ∀k genre lumière, T (k,k) ≥ 0, alors

dA

dt
≥ 0
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Les quatre lois de la dynamique des trous noirs

Réversibilité des transformations d’un trou noir
Christodoulou 1970

Accrétion de matière sur un trou noir stationnaire en rotation : δMc2 ≥ Ω δJ

Processus de Penrose (1969) : on peut avoir δM < 0 et δJ < 0 =⇒ extraction
d’énergie d’un trou noir en rotation

Rappel : première loi : δMc2 =
c3κ

8πG
δA + Ω δJ

Transformation réversible : δMc2 = Ω δJ ⇐⇒ δA = 0

Formule de Christodoulou :

M2 = M2
irr +

(
cJ

2GMirr

)2

avec Mirr :=
c2

4G

√
A

π
(masse irréductible)

transformation réversible : Mirr = const
transformation irréversible : Mirr ↗
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Les quatre lois de la dynamique des trous noirs

Troisième loi
Bardeen, Carter & Hawking 1973, Israel 1986

Définition : un trou noir stationnaire est dit extrême ssi sa gravité de surface est
nulle : κ = 0

Trou noir de Kerr : κ = 0 ⇐⇒ J = GM2/c
Pour J > GM2/c, la solution de Kerr représente une singularité nue, c’est-à-dire
une singularité qui n’est pas entourée d’un horizon des événements. Il ne s’agit
donc pas d’un trou noir.
=⇒ Un trou noir de Kerr extrême est un trou noir en rotation maximale

Troisième loi : si κ > 0, aucun processus physique, par lequel le tenseur
énergie-impulsion T reste borné et vérifie la condition d’énergie faible, ne peut
réduire κ à zéro en un temps t fini
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Thermodynamique des trous noirs

Les trous noirs et le second principe
Bekenstein 1973, 1974

Les trous noirs et la thermodynamique standard (Wheeler 1970) :

Si je jette ma tasse de thé dans un trou noir, elle disparâıt à tout jamais,
emportant son entropie. L’entropie de l’Univers diminue alors, en
violation avec le second principe de la thermodynamique.

Solution de Bekenstein (1973,1974) : tout trou noir possède une entropie et cette
dernière est proportionnelle à son aire :

S = αk
A

`2P
α ≈ 1, k = const. de Boltzmann
`P :=

√
~G/c3 = 1.62 10−35 m = longueur de Planck

Second principe généralisé

L’entropie généralisée de l’Univers, S := Sstandard + STN, ne peut que crôıtre.
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L’entropie généralisée de l’Univers, S := Sstandard + STN, ne peut que crôıtre.
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Thermodynamique des trous noirs

Rayonnement de Hawking
Zeldovitch 1971, Hawking 1974, 1975

[http ://library.thinkquest.org/]

Étude des fluctuations du vide au
voisinage d’un trou noir (théorie
quantique des champs en espace
courbea) :
création de paires de particules virtuelles
près de l’horizon

=⇒ le trou noir rayonne comme un corps
noir à une température proportionnelle à

la gravité de surface : T =
~

2πk
κ

t.n. de Schwarzschild : κ = c3/4GM =⇒

T =
~c3

8πGk

1
M

= 6.1 10−8

(
M�

M

)
K

ale champ gravitationnel n’est pas quantifié :
il s’agit donc d’une approche semi-classique
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Thermodynamique des trous noirs

Entropie d’un trou noir

La première loi de la dynamique des trous noirs s’écrit

δMc2 = TδS + ΩδJ
ssi dans l’expression de Bekenstein de l’entropie de Bekenstein α = 1/4, d’où
l’expression finale de l’entropie d’un trou noir :

S =
k

4
A

`2P
(formule de Bekenstein-Hawking)

t.n. de Schwarzschild : A = 16πG2M2/c4

=⇒ S =
4πGk

~c
M2 = 1.5 1054

(
M

M�

)2

J K−1 = 1.1 1077

(
M

M�

)2

k

Bilan

énergie Mc2

température T = (~/2πk) κ
entropie S = (k/4`2P) A
travail des forces externes ΩδJ

Eric Gourgoulhon (LUTH) Thermodynamique des trous noirs ENSTA, Paris, 4 nov. 2008 25 / 31



Thermodynamique des trous noirs

Entropie d’un trou noir

La première loi de la dynamique des trous noirs s’écrit
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Thermodynamique des trous noirs

Interprétation statistique de l’entropie des trous noirs

L’entropie d’un trou noir donnée par la formule de Bekenstein-Hawking est
énorme : pour Sgr A* (M = 4 106 M�) S = 2 1090 k !
↔ entropie totale de l’Univers observable S ∼ 1088 k

(essentiellement dans les photons du fond diffus cosmologique)

Nombre d’états microscopiques : S = k lnN =⇒ NSgr A∗ = exp(S/k) ∼ 101090

Mais au fait que sont ces états microscopiques ?

La réponse ne peut provenir que d’une théorie quantique de la gravitation
Diverses tentatives :

théorie des cordes : formule de Bekenstein-Hawking obtenue pour une
certaine classe de trous noirs extrémaux (Strominger & Vafa, 1996)

gravité quantique à boucles : S ∝ A/`2P pour un trou noir de Schwarzschild
(Rovelli 1996, Krasnov 1997, Ashtekar et al. 2000)
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Thermodynamique des trous noirs

Conclusions

Dans le cadre de la relativité générale stricte (i.e. sans effets quantiques), on
peut établir des lois pour la dynamique des trous noirs qui sont fortement
analogues aux principes de la thermodynamique

En quantifiant les champs autres que le champ gravitationnel (théorie
quantique des champs en espace courbe), cette analogie devient une
identification physique et permet de définir la température et l’entropie d’un
trou noir. Ce dernier devient alors un objet thermodynamique “presque”
comme un autre

La thermodynamique des trous noirs, notamment via la formule de
Bekenstein-Hawking pour l’entropie, constitue un pont entre la relativité
générale et une théorie quantique de la gravitation (qui reste à construire).
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